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Définitions et Notations

I désigne un intervalle non trivial de R (c’est a dire non vide et non réduit a un
point) ou une réunion d'intervalles.



Définitions et Notations

I désigne un intervalle non trivial de R (c’est a dire non vide et non réduit a un
point) ou une réunion d'intervalles.

On appelle fonction numérique sur I, toute application f : I — R. L'élément

y = f(x) est appelé 'image de x par f. L'ensemble f(I) = {f(x) € R/x € I} est
appelé I'image de I par f.

On note par F(I,R) I'ensemble des fonctions numériques définie sur I.
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Définitions et Notations

I désigne un intervalle non trivial de R (c’est a dire non vide et non réduit a un
point) ou une réunion d'intervalles.

On appelle fonction numérique sur I, toute application f : I — R. L'élément

y = f(x) est appelé 'image de x par f. L'ensemble f(I) = {f(x) € R/x € I} est
appelé I'image de I par f.

On note par F(I,R) I'ensemble des fonctions numériques définie sur I.

Domaine de définition

On appelle domaine de définition de f I'ensemble noté Dy des réels x tel que f(x)
soit définie
Dr = {x € R/f(x) bien définie}




Définitions et Notations

I désigne un intervalle non trivial de R (c’est a dire non vide et non réduit a un
point) ou une réunion d'intervalles.

On appelle fonction numérique sur I, toute application f : I — R. L'élément

y = f(x) est appelé 'image de x par f. L'ensemble f(I) = {f(x) € R/x € I} est
appelé I'image de I par f.

On note par F(I,R) I'ensemble des fonctions numériques définie sur I.

- Si f(x) =vx2—1alors Dr = {x € R/|x| > 1} =] — 00, —1] U [1, +o0]

- Si f(x) = In(x — 1) alors Df = {x € R/x > 1} =|1, +-o0[
- Sif(x)=In|x—1|alors D = {x e R/x #1} =R\ {1}
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Opérations dans F(I,R)

Soient f et g dans F(I,R). On peut alors définir les fonctions suivantes :

® La somme de f et g est I'application (f + g) € F(I,R) définit par :

vxel, (f+g)(x)="~f(x)+g(x)

La multiplication de f par un réel o est I'application (af) € F(I,R)
définit par
Vx €I, (af)(x) = af(x)

Le produit de f et g est I'application (fg) € F(I,R) définit par

vxel, (fg)(x) = f(x)g(x)

La valeur absolue de f est I'application |f| € F(/,R) par

vx €1, [fl(x) = |f(x)]

v




Opérations dans F(I,R)

e Maximum, Minimum de f et g sont les deux applications
sup(f, g),inf(f,g) € F(I,R) définient pour Vx € I, par

sup(f, g)(x) = sup(f(x), g(x)), et inf(f,g)(x) = inf(f(x),&(x))

| A

Remarque

On peut aussi étendre la relation d’ordre < sur R a F(I,R) en posant,

f<g<<=Vxel f(x)<gx)

Soient (f,g) € F(I,R)%. On a

f+g+|f —gl
2 9

f+g—I|f —gl

|f| = sup(f,—f), sup(f,g)= 2

inf(f,g) =




Propriétés de F(I,R) : Fonctions bornées

Soit f € F(I,R). On dit que f est :

® Magjorée si et seulement si IM € R, Vx €1, f(x) < M. Dans ce cas
I'ensemble f(I) admet une borne supérieure dans R, que I'on appelle borne
supérieure de f et que I'on note : sup f ou encore sup f(x).
I x€l
e Minorée si et seulement si Im € R, Vx €1, f(x) > m. Dans ce cas
I'ensemble f(I) admet une borne inférieure dans R, que |'on appelle borne

inférieure de f et que I'on note : irIIf f ou encore ian f(x).
xe

® Bornée si elle est majorée et minorée. Dans ce cas |'ensemble
{|f(x)]; x € I} posséde une borne supérieure que I'on notera sup |f| = || co-
I

f est bornée si et seulementsi JA>0; VxeI, |f(x)| <A J




Propriétés de F(I,R) : Fonctions bornées

Soit f € F(I,R). On dit que f est :

Majorée si et seulement si M € R, Vx €I, f(x) < M. Dans ce cas
I'ensemble f(I) admet une borne supérieure dans R, que I'on appelle borne
supérieure de f et que I'on note : sup f ou encore sup f(x).

I x€l
Minorée si et seulement si 3m € R, Vx €1, f(x) > m. Dans ce cas
I'ensemble f(I) admet une borne inférieure dans R, que |'on appelle borne

inférieure de f et que I'on note : irIIf f ou encore ian f(x).
xe

Bornée si elle est majorée et minorée. Dans ce cas |'ensemble
{|f(x)]; x € I} posséde une borne supérieure que I'on notera sup |f| = || co-
I

v

Toute combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée.

Tout produit de deux fonctions bornées est encore borné.

v
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N.MRHARDY




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

Définition
Soit f € F(I,R)

® [a fonction f est dite croissante surl si

Vx1,% €1, ona x3 < x = f(x1) < f(x).

® [a fonction f est dite décroissante surl si

Vx1,% €L, ona x1 < x = f(x1) > f(x).

® [a fonction f est dite _monotone surl si elle est croissante ou
décroissante sur 1.

Lorsque les inégalités sont strictes on parle de fonction strictement croissante
(resp. décroissante) ou bien strictement monotone.




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

@ Soient f, g € F(I,R)

e Si f et g sont croissantes alors f + g est croissante. En plus, si I'une
d'elles est strictement croissante alors f + g est strictement croissante.




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

@ Soient f, g € F(I,R)

e Si f et g sont croissantes alors f + g est croissante. En plus, si I'une
d'elles est strictement croissante alors f + g est strictement croissante.

e Si f et g sont définies positives et croissantes (resp. décroissantes)
alors f.g est croissante (resp. décroissante).




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

@ Soient f, g € F(I,R)

e Si f et g sont croissantes alors f + g est croissante. En plus, si I'une
d'elles est strictement croissante alors f + g est strictement croissante.

e Si f et g sont définies positives et croissantes (resp. décroissantes)
alors f.g est croissante (resp. décroissante).

© Soient f € F(I,R) et g € F(J,R) avec f(I) C J alors go f € F(I,R) et

e Sif et g sont croissantes (resp. décroissantes) alors g o f est croissante.




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

@ Soient f, g € F(I,R)

e Si f et g sont croissantes alors f + g est croissante. En plus, si I'une
d'elles est strictement croissante alors f + g est strictement croissante.

e Si f et g sont définies positives et croissantes (resp. décroissantes)
alors f.g est croissante (resp. décroissante).

© Soient f € F(I,R) et g € F(J,R) avec f(I) C J alors go f € F(I,R) et

e Sif et g sont croissantes (resp. décroissantes) alors g o f est croissante.
e Si f est croissante (resp. décroissante) et g est décroissantes (resp.
croissante) alors g o f est décroissante .




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

@ Soient f, g € F(I,R)

e Si f et g sont croissantes alors f + g est croissante. En plus, si I'une
d'elles est strictement croissante alors f + g est strictement croissante.

e Si f et g sont définies positives et croissantes (resp. décroissantes)
alors f.g est croissante (resp. décroissante).

© Soient f € F(I,R) et g € F(J,R) avec f(I) C J alors go f € F(I,R) et

e Sif et g sont croissantes (resp. décroissantes) alors g o f est croissante.
e Si f est croissante (resp. décroissante) et g est décroissantes (resp.
croissante) alors g o f est décroissante .

Preuve : Supposons par exemple f croissante sur I et g décroissante sur J.
Soient (x1, x2) € I tels que x; < xo. Comme f est croissante, f(x;) < f(x2) et
puisque g est décroissante, g(f(x1)) > g(f(x2)) et donc go f(x1) > g o f(x2).

|



Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

@ Les fonctions exp : R — R et In :]0, +00[— R sont strictement
croissantes.




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

Exemple

@ Les fonctions exp : R — R et In :]0, +00[— R sont strictement

croissantes.

R*
© La fonction

— R*
1
— -
X

est strictement décroissante.

10 /
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Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

Exemple

@ Les fonctions exp : R — R et In :]0, +00[— R sont strictement
croissantes.

R* — R*

© La fonction 1  est strictement décroissante.
X o =
X
77
]07 E[ — R
© La fonction h: 1 est strictement décroissante. En
X —
x tan(x)

effet; il suffit d'écrire h = g o f avec

1 . S
- g : X+ — qui est strictement décroissante.

- f: x> xtan(x) qui est strictement croissante.




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

Exemple

@ Les fonctions exp : R — R et In :]0, +00[— R sont strictement
croissantes.

R* — R*

© La fonction 1  est strictement décroissante.
X o =
X
71'
]07 E[ — R
© La fonction h : 1 est strictement décroissante. En
X —
x tan(x)

effet; il suffit d'écrire h = g o f avec
1 . 2 s
- g :Xxr—> — qui est strictement décroissante.
X
- f: x> xtan(x) qui est strictement croissante.

@ La fonction |x| : R — R™ n'est pas monotone sur R. Mais elle est
croissante sur R,

v




Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

Fonctions monotones sur un segment

Si f : [a, b] — R et monotone sur le segment [a, b] alors f est bornée.

Preuve : Supposons par exemple que f est décroissante alors
Six€ab] < a<x<b < f(b)<f(x)<f(a) = f est bornée.



Propriétés de F(I,R) : Fonctions monotones

Fonctions monotones sur un segment

Si f : [a, b] — R et monotone sur le segment [a, b] alors f est bornée.

Preuve : Supposons par exemple que f est décroissante alors
Six€ab] < a<x<b < f(b)<f(x)<f(a) = f est bornée.

Si f est monotone sur un intervalle ouvert, elle n'est pas nécessairement bornée.

1
f(x) = = si x €]0,1], f est décroissante mais f n'est pas bornée.
X




Propriétés de F(I,R) : Parité




Propriétés de F(I,R) : Parité

On suppose f définie sur un domaine 1 symétrique par rapport a 0
(c'est-a-dire que si x € I alors —x € I).



Propriétés de F(I,R) : Parité

On suppose f définie sur un domaine 1 symétrique par rapport a 0
(c'est-a-dire que si x € I alors —x € I).

® f est paire si et seulement si, Vx € I: f(—x) = f(x). Dans ce cas la courbe
représentative de f admet |'axe des ordonnées comme axe de symétrie.

® f est impaire si et seulement si, Vx € I: f(—x) = —f(x).Dans ce cas la
courbe représentative de f admet un centre de symétrie, I'origine du repere.




Propriétés de F(I,R) : Parité

On suppose f définie sur un domaine 1 symétrique par rapport a 0
(c'est-a-dire que si x € I alors —x € I).

® f est paire si et seulement si, Vx € I: f(—x) = f(x). Dans ce cas la courbe
représentative de f admet |'axe des ordonnées comme axe de symétrie.

® f est impaire si et seulement si, Vx € I: f(—x) = —f(x).Dans ce cas la
courbe représentative de f admet un centre de symétrie, I'origine du repere.

® La fonction x — cos(x) est paire et la fonction x — sin(x) est impaire.

® La fonction x — In(x) n'est ni paire ni impaire, son domaine de définition
est 0, +ool.
® La fonction x — €* n'est ni paire ni impaire, son domaine de définition est
R.
V.




Propriétés de F(I,R) : Périodicité
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Propriétés de F(I,R) : Périodicité

Soit f € F(I,R). f est dite T-périodique si

f(x+T)=1f(x), Vxel/x+Tecl

® Si T est une période pour f, tous les nombres de la forme kT, k € Z, sont
aussi des périodes pour f.

® Pour construire le graphe d'une fonction T-périodique, il suffit de le
construire sur un intervalle de longueur T. Le reste se déduit par des
translations paralléles a I'axe des abscisses.




Propriétés de F(I,R) : Périodicité

Soit f € F(I,R). f est dite T-périodique si

f(x+T)=1f(x), Vxel/x+Tecl

® Si T est une période pour f, tous les nombres de la forme kT, k € Z, sont
aussi des périodes pour f.

® Pour construire le graphe d’une fonction T-périodique, il suffit de le
construire sur un intervalle de longueur T. Le reste se déduit par des
translations paralléles a I'axe des abscisses.

v

® Les fontions x —» sin(x) et x — cos(x) sont 27-périodiques.

® |la fonction x — tan(x) est m-périodique.

® |a fonction x —> Eix) est 1-périodique.
13 / 111




Limites d’une fonction

Point adhérent

Soit I C R une partie de R. On dit qu’un réel x est adhérent a la partie A lorsque
Vn>0 dael, tel que |[x—a| <n

On note I I'ensemble des points adhérents de la partie /.

| A\

Propriété vraie au voisinage d’un point
Soient f une fonction définie sur une partie I de R et a € I

e On dit que la fonction f est définie au voisinage du point a si et seulement
s'il existe un voisinage V, de a telle que V, C L.

e On dit que f vérifie la propriété (P) au voisinage du point a si et seulement
s'il existe un voisinage V,; C I de a tel que la restriction de f a V, vérifie la
propriété (P) .




Limites d’une fonction

Soient f € F(I,R), xo € I (c-a-d un point de I ou une extrémité de I).

Limite finie en un point

On dit que la fonction £ admet pour limite le réel £ en xg ssi :
Ve>0, In>0, Vxel, |[x—x|<n = |f(x)—{ <e.
ceci est équivalent a dire
Ve >0, In>0, tel que x€]xo—1n, % + 1[Nl = f(x) €l —¢e,l+¢|
a I'aide des voisinages :

f(x) = b= VYWeV, VeV, (V)W

X—X0

Le réel £ est appelé limite de f en xp. On note alors lim f(x) = ¢ ou encore

X—Xo
f(X) ijo g




Limites d’une fonction

On consideére la fonction f : R — R définie par f(x) = 2x — 1. En utilisant la
définition, montrons que f tend vers 1 quand x tend vers 1, c-a-d

Ve>0, In(e) >0, Vxel [x—1<n = |[f(x)—1]<e.




Limites d’une fonction

Exemple

On consideére la fonction f : R — R définie par f(x) = 2x — 1. En utilisant la
définition, montrons que f tend vers 1 quand x tend vers 1, c-a-d

Ve>0, In(e) >0, Vxel [x—1<n = |[f(x)—1]<e.

Or (\f(x)fl\<£<:>|2xf2\<8<:>|x—1|<g)




Limites d’une fonction

Exemple

On consideére la fonction f : R — R définie par f(x) = 2x — 1. En utilisant la
définition, montrons que f tend vers 1 quand x tend vers 1, c-a-d

Ve>0, In(e) >0, Vxel [x—1<n = |[f(x)—1]<e.

Or (\f(x)fl\<£<:>|2xf2\<8<:>|x—1|<g)

Soit € > 0. On pose n = % donc

x—1<n = x=1] <2 = |f() -1




Limites d’une fonction : Propriétées

Unicité de la limaite

Si f admet une limite au point xg, alors cette limite est unique.




Limites d’une fonction : Propriétées

Unicité de la limaite

Si f admet une limite au point xg, alors cette limite est unique.

Preuve : Supposons f admet deux limites ¢; et ¢» au point xg. Montrons que

Ve > O, |£1 —£2| S e (@ |[1 _EQ‘ S ‘f(X) —61‘ + |f(X) —£2| S E)



Limites d’une fonction : Propriétées

Unicité de la limite
Si f admet une limite au point xg, alors cette limite est unique.

Preuve : Supposons f admet deux limites ¢; et ¢» au point xg. Montrons que
Ve > O, |£1 — £2| S e (@ |F1 — EQ‘ S ‘f(X) — él‘ + |f(X) — f2| S E)
Soit Ve > 0. On a, par définition :

I >0, tel que  |x — x| <1 = [F(x) =41 <

NI N O

I >0, tel que  |x — x| < = [F(x) =4 <



Limites d’une fonction : Propriétées

Unicité de la limite
Si f admet une limite au point xg, alors cette limite est unique.

Preuve : Supposons f admet deux limites ¢; et ¢» au point xg. Montrons que
Ve > O, |£1 — £2| S e (@ |F1 — EQ‘ S ‘f(X) — él‘ + |f(X) — f2| S E)
Soit Ve > 0. On a, par définition :

I >0, tel que  |x — x| <1 = [F(x) =41 <

NI N O

I >0, tel que  |x — x| < = [F(x) =4 <
Posons 1 = min(n1,172), alors si |x — xp| < 7 on aura
03— 0] < F(x) — 2] + |F(x) — o] < .

Comme ¢ est quelconque alors ¢ = /5.



Limites d’une fonction : Propriétées

Proposition

Soit f € F(I,R), une fonction admettant une limite finie £ en xo € 1. Alors il
existe un voisinage V du point xg sur lequel la fonction f est bornée.




Limites d’une fonction : Propriétées

Proposition

Soit f € F(I,R), une fonction admettant une limite finie £ en xo € 1. Alors il
existe un voisinage V du point xg sur lequel la fonction f est bornée.

Preuve : Remarquons d'abord que d'apres I'inégalité triangulaire, on a

[FO) < 1F(x) — €] + [4]



Limites d’une fonction : Propriétées

Proposition

Soit f € F(I,R), une fonction admettant une limite finie £ en xo € 1. Alors il
existe un voisinage V du point xg sur lequel la fonction f est bornée.

Preuve : Remarquons d'abord que d'apres I'inégalité triangulaire, on a
[FO) < F(x) — €]+ 1¢]
Prenons € = 1 dans la définition de la limite, il existe 7 > 0 tel que

Vxel, |x—x| <n=If(x)—¢{ <1



Limites d’une fonction : Propriétées

Proposition

Soit f € F(I,R), une fonction admettant une limite finie £ en xo € 1. Alors il
existe un voisinage V du point xg sur lequel la fonction f est bornée.

Preuve : Remarquons d'abord que d'apres I'inégalité triangulaire, on a
O] < IF) — €]+ 14
Prenons € = 1 dans la définition de la limite, il existe 7 > 0 tel que
Vxel, |x—x| <n=If(x)—¢{ <1
Posons V =]xg — 1, x0 + n[€ Vy, et A= |¢| 4+ 1. Donc

Vxe VNI [f(x)[<14+0=|f(x)| <A



Limites d’une fonction : Propriétées

Caractérisation séquentielle

Soit f € F(I,R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) lim f(x)=¢
() lim ()
(ii) Pour toute suite (x,)n>0 de points de I telle que lim x, = xp, on a
- n—>+00
lim  f(xa) = L.

n—>—+00




Limites d’une fonction : Propriétées

Caractérisation séquentielle

Soit f € F(I,R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(/) (x)=¢

(ii) Pour toute suite (x,)n>0 de points de I telle que lim x, = xp, on a
- n—>+00
lim  f(x,) =¢.

n—>—+00

lim f
X—>X0

Preuve : (i) = (ii) : Soit € > 0. Par définition :
In>0 tel que |x—xo| <= |f(x)—¢ <e.

Comme |lim x, = xo, il existe un N > 0, tel que
n——+o00o

Vn> N, [x, — xo| <n=|f(x,) —¢| <e.
= Vn> N, |f(x,) =l <e= lim f(x,) =4
n—>-+o00



Limites d’une fonction : Propriétées

Caractérisation séquentielle

Soit f € F(I,R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(/) (x)=¢

(ii) Pour toute suite (x,)n>0 de points de I telle que lim x, = xp, on a
- n—>+00
lim  f(x,) =¢.

n—>—+00

lim f
X—>X0

Preuve :(ii) = (i) : Par absurde, supposons que

Je>0,Vn>0, (Ixel, [x—x|<n) et |[f(x)—{ >e.

1 . . ,
Pour tout n > 1, en prenant n = —, il existera un réel x, € I et tel que
n

1
|x,,—xo|<; et |f(x,)— ¢ >e.

La suite (xp)n>1 ainsi construite converge vers xp cependant, £ n'est pas limite de
la suite (f(xn)n>1 ce contredit (if). |



Limites d’une fonction : Propriétées

Caractérisation séquentielle

Soit f € F(I,R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(/) (x)=¢

(ii) Pour toute suite (x,)n>0 de points de I telle que lim x, = xp, on a
- n—>+00

lim  f(x,) = L.

n—>—+00

lim f
X—>X0

Exemple

|
.

La fonction f(x) = sin <;) , Vx € R* n'admet pas de limite au point 0. En effet,

considérons les suites x, = — et y, = ————. Elles convergent toutes les deux
nm 2nm + %

vers 0 lorsque n tend vers I'infini, mais on a f(x,) = 0 et f(y,) = 1. Comme les
deux limites sont différentes donc f n'admet pas de limite au point 0.

A,




Limites d’une fonction

Limite infinie en un point

© On dit que f tend vers +0o quand x tend vers xg et on notera

lim f(x) = +o0 si I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
X—> X0

e VAcR(ou RT) In>0,Vxel (x—x|<n = f(x)>A).
e Pour toute suite (x,)sen de I qui converge vers xp, on a

lim f(x,) = +o0.

n—>—+oo




Limites d’une fonction

Limite infinie en un point

© On dit que f tend vers +0o quand x tend vers xg et on notera

lim f(x) = +o0 si I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
X—> X0

e VAcR(ou RT) In>0,Vxel (x—x|<n = f(x)>A).
e Pour toute suite (x,)sen de I qui converge vers xp, on a

lim f(x,) = +o0.

n—>—+oo

© On dit que f tend vers —oo quand x tend vers xp et on note

lim f(x) = —oc si I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
X—>X0

e VBeR(ou R™) In>0,Vxel (|x—x|<n = f(x)<B).
e Pour toute suite (x,),en de I qui converge vers xp, on a

ni)nloo f(xn) = —00.

v




Limites d’une fonction

Limite a linfinie
@ Soit f € F(I,R) avec ]a, +oo[C L. On dit que f tend vers £ quand x tend
vers +o0 et on note Iin]r f(x) = ¢ si I'une des propriétés équivalentes
X—>+00
suivantes est vérifiée :
eVe>0 AR, Vxel (x>6 = |f(x) -4 <e).
e Pour toute suite (x,)nen de I qui diverge vers +oco, on a
lim  f(x,) =¢.

n—-+




Limites d’une fonction

Limite a linfinie
@ Soit f € F(I,R) avec ]a, +oo[C L. On dit que f tend vers £ quand x tend
vers +00 et on note Iin]r f(x) = ¢ si I'une des propriétés équivalentes
X—>+00
suivantes est vérifiée :
eVe>0 AR, Vxel (x>6 = |f(x) -4 <e).
e Pour toute suite (x,)nen de I qui diverge vers +oco, on a
lim  f(x,) =¢.

n—-+
© Soit f € F(I,R) avec | — oo, a[C I. On dira que f tend vers ¢ quand x tend
vers —oo et on note lim  f(x) = £ si I'une des propriétés équivalentes
X—>—00
suivantes est vérifiée :

e Ve>0 R ,Vxel (x<0 = |f(x)—¥4<e).
e Pour toute suite (x,)sen de I qui diverge vers —oo, on a

lim  £(x,) = L.

n—->—+o00




Limites d’une fonction

Remarque

En combinant les définitions précédentes, on peut facilement définir aussi les
limites
lim f(x) = *oo.

x—>Foo

N.MRHARDY




Limites d’une fonction

Remarque

En combinant les définitions précédentes, on peut facilement définir aussi les

limites
x—+oo

lim f(x) = *oo.

v

Rappel : Limites classiques

1 — cosx 1

. sinx . tanx .
o lim — =1 o lim =1 o lim ——— = =
x—0 X x—0 X x—0 X2 2
. In(x+1 : X —1 . In x
o lim ¥:1 o lim o |lim —=0
x—0 X x—0 X x—>+oco X
X
o lim xlnx =0 o lim — =400, © lim xe*=0
x—0 x—>+o0 X X—+00
v




Limites a droite et a gauche

Soit f € F(I,R) avec I =]a, x[U]xo, b[.

N.MRHARDY



Limites a droite et a gauche

Soit f € F(I,R) avec I =]a, x[U]xo, b[.
© On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers xg a droite si
Ve>03dn>0 (<x<xx+n = |f(x)—{ <e).

Cette limite est dite limite a droite de f en xg.

On note alors £ = lim f(x) ouencore /= lim  f(x)
x—xg X—X0,X>X0

© On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers xo a gauche si
Ve>0 dn>0, (x—n<x<x = |[f(x)—¢ <e).

Cette limite est dite limite a gauche de f en xg.

On note alors £ = lim f(x) ou encore / =  lim  f(x)
x—)x(; X—>X0,X<Xp




Limites a droite et a gauche

Soit f € F(I,R) avec I =]a, x[U]xo, b[.
© On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers xg a droite si
Ve>0 dn>0, (x<x<x+n = |f(x)—{<e).

Cette limite est dite limite a droite de f en xg.

On note alors £/ = lim f(x) ouencore /= |lim  f(x)
XHX(;F X—X0,X>X0

© On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers xo a gauche si
Ve>0 dn>0, (x—n<x<x = |[f(x)—¢ <e).

Cette limite est dite limite a gauche de f en xg.

On note alors £ = lim f(x) ou encore { =  lim  f(x)
x—)x(; X—>X0,X<Xp
On a Xll_ngx0 f(x)="4<—= xl—lr:lo‘ f(x) = xlnng f(x)=~¢.




Limites a droite et a gauche

x|

@ Soit la fonction définie par f : R* — R, x — —. Au point 0, on a
X

. c X . . —X
lim f(x)= lim —=1, et I|lm f(x)= lim — =-1
x—0F x—0t X x—0~ x—0~ X

On déduit que la fonction f n’admet pas de limite en 0.




Limites a droite et a gauche

@ Soit la fonction définie par f : R* — R, x — m Au point 0, on a
X

. c X . . —X
lim f(x)= lim —=1, et I|lm f(x)= lim — =-1
x—0F x—0t X x—0~ x—0~ X

On déduit que la fonction f n’admet pas de limite en 0.

1
@ Soit f(x) = ek Alors f n'admet pas de limite en 0 car

lim f(x)= lim — =400, e Ilm f(x)= lim — = —oco.
x—0F x—0t X

x—0~ x—0~ X3




Limites a droite et a gauche

@ Soit la fonction définie par f : R* — R, x — m Au point 0, on a
X

. c X . . —X
lim f(x)= lim —=1, et I|lm f(x)= lim — =-1
x—0F x—0t X x—0~ x—0~ X

On déduit que la fonction f n’admet pas de limite en 0.

1
@ Soit f(x) = ek Alors f n'admet pas de limite en 0 car

lim f(x)= lim — =400, e Ilm f(x)= lim — = —oco.
x—0F x—0t X

x—0~ x—0~ X3

On peut facilement définir aussi les limites

lim f(x) =400 et lim f(x)= %o0.

x—xg X—xg




Opérations sur les limites finies

Proposition

Soient f et g dans F(I,R) et xy € I. On suppose que

lim f(x)=¢€R et lim g(x)=4 eR.

X—Xo X—>Xp
Alors, on a
Q lim (f+e)()=h+b,

© lim (fg)(x) = lilo, en particulier lim af(x) = aly, Yo € R.

X—>Xp X—>X0

Q lim |f| =0
X—>X0

O sily£0et g(x)#0, lim <1> (x) = —.

X—X0 g




Opérations sur les limites finies

Preuve :(1) On commence par écrire

((F +8)(x) — (lr + &2)| < [f(x) — la] + [g(x) — L2



Opérations sur les limites finies

Preuve :(1) On commence par écrire
(f + 8)(x) — (tr + £2)| < [F(x) — ta] + |g(x) — L2

Soit € > 0. Puisque f(x) = lq,
X—rX0

Iy > 0tel que Vx € 1, |x — xo| <y = |[F(x) — {1 <

N ™

De méme, g(x) — /5, alors
X—rXp

€
Iy > 0 tel que Vx € 1, |x — xo| < 12 = |g(x) — b < 5



Opérations sur les limites finies

Preuve :(1) On commence par écrire
(f + 8)(x) — (tr + £2)| < [F(x) — ta] + |g(x) — L2

Soit € > 0. Puisque f(x) = lq,
X—rX0

Iy > 0tel que Vx € 1, |x — xo| <y = |[F(x) — {1 <

N ™

De méme, g(x) — /5, alors
X—rXp

€
Iy > 0 tel que Vx € 1, |x — xo| < 12 = |g(x) — b < 5
Posons 7 = min(n1,n2). Soit x € I tel que [x — xp| <7, on a bien

|(f+g)(X) - (El +£2)‘ < |f(X) —£1| + |g(x) —£2| < %_;’_ % —¢



Opérations sur les limites finies

(2) On commence par écrire

|(fg)(x)—trla] = |F(x) [g(x) — L] +E[F (x) ]| < [F(X)llg(x)—La|+|6||f (x)—ta]

N
~

N.MRHARDY
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Opérations sur les limites finies

(2) On commence par écrire
|(f8)(x)—talz] = |F(x) [8(x) — L] +L2[f (x)—a]| < |F(x)|lg(x)—La|+[la] | f (x)— 1]

Soit € > 0. Comme f admet une limite finie au point xp, elle est bornée sur un
voisinage de xp donc il existe n3 > 0 et M > 0 tel que

Vxel, |x—x| <n=|f(x)] <M.

N
~

N.MRHARDY

/ 111



Opérations sur les limites finies

(2) On commence par écrire
|(f8)(x)—talz] = |F(x) [8(x) — L] +L2[f (x)—a]| < |F(x)|lg(x)—La|+[la] | f (x)— 1]

Soit € > 0. Comme f admet une limite finie au point xp, elle est bornée sur un
voisinage de xp donc il existe n3 > 0 et M > 0 tel que

Vxel, |x—x| <n=|f(x)] <M.

Puisque f(x)H—X>0€1 In >0 Vx el |x—x| <m=|f(x) -] < m

N]
-~

N.MRHARDY
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Opérations sur les limites finies

(2) On commence par écrire
|(f8)(x)—talz] = |F(x) [8(x) — L] +L2[f (x)—a]| < |F(x)|lg(x)—La|+[la] | f (x)— 1]

Soit € > 0. Comme f admet une limite finie au point xp, elle est bornée sur un
voisinage de xp donc il existe n3 > 0 et M > 0 tel que

Vxel, |x—x| <n=|f(x)] <M.

Puisque f(x)H—X>0€1 In >0 Vx el |x—x| <m=|f(x) -] < m
Puisque g(x) o b, Im>0Vxel|x—xo| <m=lg(x) -4 < m

N]
-~

/ 111
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Opérations sur les limites finies

(2) On commence par écrire
|(f8)(x)—talz] = |F(x) [8(x) — L] +L2[f (x)—a]| < |F(x)|lg(x)—La|+[la] | f (x)— 1]

Soit € > 0. Comme f admet une limite finie au point xp, elle est bornée sur un
voisinage de xp donc il existe n3 > 0 et M > 0 tel que

Vxel, |x—x| <n=|f(x)] <M.

Puisque f(x)H—X>0€1 In >0 Vx el |x—x| <m=|f(x) -] < m
Puisque g(x) H—Xz b, T >0Vxel|x—x| <= |g(x)—4ta] < m

Posons 1 = min(ny,72,73) > 0. Soit x € I tel que |x — xo| < 7, en remplacant
dans la majoration précédente,

(fg)(x) — tala| <M v el

€
|| + M \€|+M

N]
-~

/ 111
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Opérations sur les limites

Soient f, g : I — R deux fonctions, xo € 1, éventuellement infini. On suppose
que f(x) — (e Ret g(x) — ¢ €R.
X—Xo X—rXo

e Somme f +g e Produit f x g
DN | —oo | R7* | {0} | RT™ | 400
N | —oo R +00 —00 | +o0 | 400 | FoI | —c0 | —c0
—oo | —oo | —oo | F.l R~ | +oo | & 0 oo —oo

R | oo |l+0 | too| [ [0} [ FI| 0 | 0| 0 | Fl
+o00 | F.l 400 | 400 R | —oco | & 0 20 | 400

avec F.l : Forme indéterminée.

1
e Inverse —
—_— f

M S

S YN
S M|




Opérations sur les limites

Théoréeme de composition des limites

Soient deux intervalles I C R, J C R et deux fonctions f : I — Retg:J — R
telles que f(I) C J. Soient xg € I et £ € J. On suppose que

. n . _
XI|_>n;0 f(x)=10" et yll_r:}/g(y) =/leR
Alors
lim (gof)(x)="¢

X—rXp




Opérations sur les limites

Théoréeme de composition des limites

Soient deux intervalles I C R, J C R et deux fonctions f : I — Retg:J — R
telles que f(I) C J. Soient xg € I et £ € J. On suppose que

: _ : _
XI|_>n;0 f(x)=10" et yll_r:}/g(y) =/leR
Alors
lim (gof)(x)="¢

X—rXp

Preuve : Supposons xg et £ sont finis. Soit € > 0.
gly) — t=3a>0¥ el [y-l[<a=lgly) - {<e
y—=t



Opérations sur les limites

Théoréeme de composition des limites

Soient deux intervalles I C R, J C R et deux fonctions f : I — Retg:J — R
telles que f(I) C J. Soient xg € I et £ € J. On suppose que

. n . _
XI|_>n;0 f(x)=10" et yll_r:}/g(y) =/leR
Alors
lim (gof)(x)="¢

X—rXp

Preuve : Supposons xg et £ sont finis. Soit € > 0.
gly) — t=3a>0¥ el [y-l[<a=lgly) - {<e
y—=t

et f(x) j)é’:>377>0Vx€I, x —=x| <n=|f(x) V| <«
X—+Xp



Opérations sur les limites

Théoréeme de composition des limites

Soient deux intervalles I C R, J C R et deux fonctions f : I — Retg:J — R
telles que f(I) C J. Soient xg € L et ¢/ € J. On suppose que

: _ : _
XI|_>n;0 f(x)=10" et yll_r:}/g(y) =/leR
Alors
lim (gof)(x)="¢

X—rXp

Preuve : Supposons xg et £ sont finis. Soit € > 0.
gly) — t=3a>0¥ el [y-l[<a=lgly) - {<e
y—=t

et f(x) —m ¢ =3TIn>0Vxel, x—x| <n=|f(x) V| <«

X—rXp
Soit x € I tel que |x — xp| < 1. Comme y = f(x) € J et que |[f(x) —¢'| <, on a
lg(f(x))— 4| <edol|(gof)(x)—{ <e. |



Limites et relation d’ordre

Théoréme

Soit une fonction f : I — R, un point xo € I (éventuellement infini) et k € R.

On suppose que f(x) — £ telle qu'il existe un voisinage V' du point xg tel que
X—rXp

Vx € VNI k < f(x) (resp. k < f(x)). Alors k < £ .

30 /
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Limites et relation d’ordre

Théoréme

Soit une fonction f : I — R, un point xo € I (éventuellement infini) et k € R.
On suppose que f(x) — £ telle qu'il existe un voisinage V' du point xg tel que
X—r X

Vx € VNI k < f(x) (resp. k < f(x)). Alors k < £ .

Preuve : Ecrivons la démonstration dans le cas ol xg est ¢ sont finis. Supposons
par I'absurde que ¢ < k et posons ¢ = k — { > 0. Puisque f(x) — ¢, il existe
X—r X0

n1 > 0 tel que
Vxel, |x—=x| <m = |f(x)—{| <e.

Puisque V' € V,, il existe 2 > 0 tel que |xo — 12, x0 + m2[C V. Posons alors
n = min(n1,72). Soit x € I tel que |x — xp| < 7 on aura d'une part k < f(x) et
|f(x) — £| < € ceci entraine que

k<fx)<l4e=L+(k—10)=k

ce qui est absurde. [ |



Limites et relation d’ordre

Théoréme

Soit une fonction f : I — R, un point xo € I (éventuellement infini) et k € R.
On suppose que f(x) — £ telle qu'il existe un voisinage V' du point xg tel que
X—r X

Vx € VNI k < f(x) (resp. k < f(x)). Alors k < £ .

Soient deux fonctions f, g : I — R, xg € I et ¢1, /> € R telles que

f(x) — ¢y et g(x) — £

X—>X0 X—>X0

On suppose qu'il existe un voisinage V' du point xp tel que Vx € V N1,
f(x) < g(x) (resp f(x) < g(x) alors

6 <t )

30 / 111



Le principe d’encadrement

Soient f, g et h des fonctions réelles, définies sur un voisinage V d'un point
xo € L.

@ Si pour tout x € V on a f(x) < h(x) < g(x) alors

(st 709 = i, g0 =) = (_im 49 =).
© Si pour tout x € V on a f(x) < g(x) alors
(a) <I|_T F(x) = +oo> —. (n_ng g(x) = +oo> :
(b) ( lim g(x) = —oo> — ( lim f(x) = —oo).

X—>Xo X—>X0

Si. lim f(x) =0 et g(x) est bornée, alors M f(x)g(x) =0.

X—>00

31/ 111



Le principe d’encadrement

@ f(x) =x?sin (1) définie sur R\ {0}. Alors lim f(x) = 0. En effet on a
x—0

. (1 : :
—x% < x?%sin (—) <x?, et lim x*= lim (—x2) =0
X x—0 x—0

on déduit, par le principe des gendarmes que lim f(x)=0.
x—0




Le principe d’encadrement

@ f(x) =x?sin (1) définie sur R\ {0}. Alors lim_ f(x) = 0. En effet on a
X—>

—x% < x?%sin (l

x

on déduit, par le principe des gendarmes que lim f(x)=0.
x—0

© Calculons (x) =

lim f
—+00

multipliant par = qui est positif (au voisinage de +o0c) on
X

X X
obtientw 2 e_ — l’
X X X

E X
lim (€)
X—>—+00 X

* 1
et puisque |lim — — — = +o00, on déduit que
X—+00 X X
lim f(x) = +oo.
X—>+00

) <x*, et lim x*= lim (—x?*) =0
x—0

.Ona E(e¥) >e*—1. En

x—0




Théoreme de la limite monotone

Théoréme

. =2 : : .
Soient (a, b) € R™ et I =]|a, b[. Si une fonction f : I — R est croissante
(respectivement décroissante), alors il y a deux possibilités.

@ Si f est majorée, alors f admet une limite finie ¢ lorsque x tend vers b (resp

a) et on aalors £ =supf .
I

© Si f n'est pas majorée, alors f(x) 3, oo (resp f(x) — +00).
X—r X—ra

De méme,

@ Si f est minorée, alors f admet une limite finie £ lorsque x tend vers a (resp
b) et on a alors £ = iqff .

© Si f n'est pas minorée, alors f(x) — —oo (resp f(x) — —o0) .
x—a x—b




Théoreme de la limite monotone

Preuve : Supposons f croissante et posons £ = {f(x); x €]a, b[} . La partie
&€ C R est non vide.



Théoreme de la limite monotone

Preuve : Supposons f croissante et posons £ = {f(x); x €]a, b[} . La partie
&€ C R est non vide.

@ Si la fonction f est majorée, alors la partie £ est majorée et d'aprés la
propriété de la borne supérieurs, elle possede une borne supérieure £ € R.
Montrons qu'alors f(x) — L.

Soit € > 0. D'apres la c;ractérisation de la borne supérieure, il existe y € £
tel que £ —e <y < L. Puisque y € £ , il existe xg €]a, b[ tel que y = f(xp).
Posons 7 = b — xp > 0. Soit x € I tel que [x — b| <n, ona xg < x < b.
Puisque la fonction f est croissante, f(xp) < f(x) et comme £ est un
majorant de £, on a également f(x) < £. Finalement,

l—e<f(x)<f(x)<l<l+e=|f(x)—{ <e



Théoreme de la limite monotone

Preuve : Supposons f croissante et posons £ = {f(x); x €]a, b[} . La partie
&€ C R est non vide.

@ Si la fonction f est majorée, alors la partie £ est majorée et d'aprés la
propriété de la borne supérieurs, elle possede une borne supérieure £ € R.
Montrons qu'alors f(x) — L.

Soit € > 0. D'apres la c;ractérisation de la borne supérieure, il existe y € £
tel que £ —e <y < L. Puisque y € £ , il existe xg €]a, b[ tel que y = f(xp).
Posons 7 = b — xp > 0. Soit x € I tel que [x — b| <n, ona xg < x < b.
Puisque la fonction f est croissante, f(xp) < f(x) et comme £ est un
majorant de £, on a également f(x) < £. Finalement,

l—e<f(x)<f(x)<l<l+e=|f(x)—{ <e

© Si la fonction f n'est pas majorée, montrons que f(x) —t>) +o00. Soit A > 0.
xX—

Puisque f n'est pas majorée, il existe xo €]a, b[ tel que A < f(xp). Posons
7 =b—xy > 0. Soit x € I tel que |x — b| < 7. Puisque xo < x et que f est
croissante, on a A < f(xo) < f(x). |



Exercice (TD). Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

V —v1—x x cos(eX xInx
(3) tim YEEXZVIZX s xeose) i

x—0 X X—+400 X2 +1

0 e ()

X

X——+00 (In X)

Réponse.




Exercice (TD). Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

V —v1—x x cos(eX xInx
(3) tim YEEXZVIZX s xeose) i

x—0 X x—4o00 X2 +1 X—+00 (ln X)

0 e ()

X

Réponse.
(a) On écrit :

Vitx—v1-x 2x
X 7x(\/1—|—x+\/1—x)

—1
x—0




Exercice (TD). Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

(3) tim YEEXZVIZX s xeose) i X"

x—0 X x—+oo X2 +1 X—+00 (ln X)

0 e ()

X

Réponse.
(b) On a au voisinage de +co

x cos(€e¥)
x2 41

x| x
—x24+1 X241

et lim
x—=4o0o x2 + 1

=0, donc par le principe d'encadrement,

x cos(e¥)
x—|>+oo x2 41

/111



Exercice (TD). Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

V —v1—x x cos(eX xInx
(3) tim YAEXZVIZX s xeos(e) s

x—0 X X—+400 X2 +1

0 e ()

X

Réponse.
(c) Il suffit d'écrire

Inx In x)? (Inx)?
(lxn) _ e(l n(|) ) _ e((lnx)zfxln(lnx)) _ eX(Tfln(lnX))
nx X eX n(inx
Or )
(In) — Oet In(lnx) — +o0
X X—-+00 X—+o00

donc on en déduit |
nx

li =
xHIToo (In X)X 0




Exercice (TD). Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

V —v1—x x cos(eX xInx
(3) tim YEEXZVIZX s xeose) i

x—0 X x—+oo X2 +1 X—+00 (ln X)

0 e ()

1 1 1
1<e(7) <
X X X

1 1 1 .
Comme — -1 — 4ooet——1<E () alors par le principe d'encadrement,
X x—0+ X X

X

Réponse.
(d) On sait que

1
lim E () = 400
x—0t X




Fonctions continues

@ Soient f € F(I,R) et xo € I. On dit que la fonction f est continue au

point xg si XMXO f(x) = f(x). i.e

Ve >0, dn>0 tel que |x—x|<n = |f(x)—"Ff(x) <e

© On dit que f est continue sur I si elle est continue en tout point de I . On
notera C(I,IR) I'ensemble des fonctions continues en tout point de I.

@ f est continue a droite en xp si  lim f(x) = f(xo).
x—xg

© f est continue a gauche en xp si  lim f(x) = f(x).
X=Xy

© f est continue en xg <= lim f(x) = lim f(x) = f(x0)-

X—>Xg X=X




Fonctions continues

1
2 . = .
@ |la fonction f définie par f(x) = { X sm(X) A s e o
0 si x=0

point 0 car lim x?sin (%) =0=1(0)

x—0




Fonctions continues

1
2 . = .
@ |la fonction f définie par f(x) = { X sm(X) A s e o
si x=0

point 0 car lim x?sin (%) =0=1(0)

x—0
. - 1 si x>0 )
@ La fonction f définie par : f(x) = . n'est pas continue en 0.
0 si x<0
En effet, au point x =0, 0ona lim f(x)=0=f(0) et
x—0~

Iim0+ f(x) =1 # f(0) donc la fonction f est continue a gauche, mais elle
X—>

ne l'est pas a droite.




Fonctions continues

1
2 . = .
@ |la fonction f définie par f(x) = { X sm(X) A s e o
si x=0

point 0 car lim x?sin (%) =0=1(0)

x—0
. - 1 si x>0 )
@ La fonction f définie par : f(x) = . n'est pas continue en 0.
0 si x<0
En effet, au point x =0, 0ona lim f(x)=0=f(0) et
x—0~

Iim0+ f(x) =1 # f(0) donc la fonction f est continue a gauche, mais elle
X—
ne l'est pas a droite.

© En général toutes les fonctions usuelles sont continues en tout point de leur
domaine de définition : x”, sinx, cosx, Inx, eX...




Opérations sur les fonctions continues

Théoréeme

Soient f, g € F(I,R) deux fonctions continues en xg alors

@ Les fonctions |f|, f + g, fg et af sont continues en Xg.

f
@ Si de plus g(xg) # 0 alors la fonction z est continue en xg.

N.MRHARDY




Opérations sur les fonctions continues

Théoréeme

Soient f, g € F(I,R) deux fonctions continues en xg alors

@ Les fonctions |f|, f + g, fg et af sont continues en Xg.

f'
@ Si de plus g(xg) # 0 alors la fonction — est continue en xp.
g

Continuité de la composée de deux applications

Soient deux intervalles I C R, J C R et deux fonctions f : I — Retg:J — R
telles que f(I) C J. On suppose que f est continue en xg et g est continue en

yo = f(xo) alors g o f est continue en xg.

De maniere générale, si f est continue sur I et g est continue sur J. Alors (g o f)
est continue sur 1.




Exercice (TD). Montrer que la fonction f suivante :

_ 1 sixeQ
f.x»—){ 0 six¢Q

est discontinue en tout point de R.
Réponse. Par absurde, On suppose qu'il existe x € R telle que f est continue en

X.




Exercice (TD). Montrer que la fonction f suivante :

_ 1 sixeQ
f.xH{ 0 six¢Q

est discontinue en tout point de R.
Réponse. Par absurde, On suppose qu'il existe x € R telle que f est continue en

x. On sait

® Q est dense dans R donc il existe (a,), C Q telle que liT an =X
n——+oo

e R\ Q est dense dans R donc il existe (b,), C R\ Q telle que Iirp b, = x
n——+00




Exercice (TD). Montrer que la fonction f suivante :

_ 1 sixeQ
f.xH{ 0 six¢Q

est discontinue en tout point de R.
Réponse. Par absurde, On suppose qu'il existe x € R telle que f est continue en
x. On sait

® ( est dense dans R donc il existe (a,), C Q telle que lim a, = x
n—-+4o0
e R\ Q est dense dans R donc il existe (b,), C R\ Q telle que Iirp b, = x
n——+00

Comme f est continue en x, alors

1="1(a,) — f(x)

n—+o0
0="7(b,) — f(x)

Ce qui est absurde.



Prolongement par continuité

Si la fonction f n'est pas définie au point xq € I et qu'elle admet en ce point une

limite lim f(x) = ¢ € R, alors la fonction f définie par :
X—>X0

est continue au pt xp et appelée prolongement par continuité de f au pt xp.




Prolongement par continuité

Si la fonction f n'est pas définie au point xq € I et qu'elle admet en ce point une

limite lim f(x)=/¢ € R, alors la fonction f définie par :
X—Xo

- { f(x) st xel\{x}

f p—
(x) 14 St X = X

est continue au pt xp et appelée prolongement par continuité de f au pt xp.

Exemple

Q.
=
\

o . 2@ X c
On consideére la fonction f : R* — R définie par f(x) = ——. Cette fonction est
X
continue sur R* comme quotient de deux fonctions continues et Iim0 f(x) =1.
X—>

Ainsi f est prolongeable par continuité en 0 et la fonction
_ sinx . 0
f(x) = x X 70, est le prolongement par continuité de f en 0.

1 si x=0

v




Exercice (TD). Soit la fonction f définie par

1

1—x

F(x) = /X cos (i) _

Déterminer ou elle est définie, ou elle est continue, et la prolonger par continuité,
quand c'est possible.
Réponse.



Exercice (TD). Soit la fonction f définie par

1

1—x

F(x) = /X cos (i) _

Déterminer ou elle est définie, ou elle est continue, et la prolonger par continuité,
quand c'est possible.

Réponse.
On a .
X — /X définie et continue sur R
x —> cos (x) définie et continue sur R
1 . .
X — — définie et continue sur R*
X
1 . .
X7 définie et continue sur R\ {1}
—x

Par opérations, la fonction f est définie et continue sur R™ \ {1} i.e

Dr =10, 1[U]1, +o0]

111



Exercice (TD). Soit la fonction f définie par

1

1—x

F(x) = /X cos C) _

Déterminer ou elle est définie, ou elle est continue, et la prolonger par continuité,
quand c'est possible.

Réponse.

Au voisinage de 0 : On a

x—0

;’_/\/QS\/;cos()l() S\\/E/:>\/;<COS<)1<> — 0

x—0 x—0

et

— 1 donc lim f(x) = —1. On déduit que f est prolongeable par conti-
1—x x—0 x—0

nuité en 0. Son prolongement est la fonction

)?(X) { f(x) si R\ {1},

- -1 si x=0



Exercice (TD). Soit la fonction f définie par

1

1—x

F(x) = /X cos (i) _

Déterminer ou elle est définie, ou elle est continue, et la prolonger par continuité,
quand c'est possible.

Réponse.

Au voisinage de 1 : On a

1
— o0
1—x x—=1

donc Iim1 f(x) = £oo. On déduit que f n'est pas prolongeable par continuité en 1.
X—



Les théoremes fondamentaux

Théoreme du maximum

Une fonction f définie sur I'intervalle fermé borné [a, b] est continue sur [a, b]
signifie qu’elle est continue en tout point de I'intervalle ouvert ]a, b[ et continue a
droite en a ( lim f(x) = f(a)) et a gaucheen b ( lim f(x) = f(b)).

x—>at x—b~

Théoréme du mazximum

Soit f : [a, b] — R continue alors f est bornée et atteint ses bornes cad si

B= inf f(x)eta= sup f(x)
x€la,b] x€EJa,b]

alors
Ix1, x0 € [a, b]/ f(x1) =B et f(x) =«




Exercice (TD). Soit f : R — R une fonction continue telle que :

lim f(x)= lim f(x)=4o00. Montrer que f atteint son minimum.
X——00 X—>+00

Réponse. On veut montrer que 3xp € R, Vx € R, f(x) > f(xo)
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Exercice (TD). Soit f : R — R une fonction continue telle que :

lim f(x)= lim f(x)=4o00. Montrer que f atteint son minimum.
X——00 X—>+00

Réponse. On veut montrer que 3xp € R, Vx € R, f(x) > f(xo)
On a
VA€ R,30; >0 tel que x > 61 = f(x) > A

VA € R,35, < 0 tel que x < 6, = f(x) > A
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Exercice (TD). Soit f : R — R une fonction continue telle que :

lim f(x)= lim f(x)=4o00. Montrer que f atteint son minimum.
X——00 X—>+00

Réponse. On veut montrer que 3xp € R, Vx € R, f(x) > f(xo)
On a
VA€ R,30; >0 tel que x > 61 = f(x) > A

VA € R,35, < 0 tel que x < 6, = f(x) > A

Or f est continue sur [d2, 1] donc d'apres le théoreme de maximum, elle est
bornée et atteint ses bornes. En particulier,

E|X0 S [52,51], Vx € [52,51], f(X) > f(Xo)

3/ 111



Exercice (TD). Soit f : R — R une fonction continue telle que :

lim f(x)= lim f(x)=4o00. Montrer que f atteint son minimum.
X——00 X—>+00

Réponse. On veut montrer que 3xp € R, Vx € R, f(x) > f(xo)
On a
VA€ R,30; >0 tel que x > 61 = f(x) > A

VA € R,35, < 0 tel que x < 6, = f(x) > A

Or f est continue sur [d2, 1] donc d'apres le théoreme de maximum, elle est
bornée et atteint ses bornes. En particulier,

E|X0 S [52,51], Vx € [52,51], f(X) > f(Xo)

Comme 0 € [d2, 41], il suffit de choisir A = 7(0) > f(xo). Alors si x > d; ol
X < 07, on aura
f(x)>A=1f(0)> f(x)

On conclut que
Vx € R, f(x) > f(xo)

3/ 111



Les théoremes fondamentaux

Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] tel que f(a) # f(b). Alors,
pour tout ¢ € f (Ja, b) [, il existe un xp €]a, b[ tel que f(x) = c. J




Les théoremes fondamentaux

Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] tel que f(a) # f(b). Alors,
pour tout ¢ € f (Ja, b) [, il existe un xp €]a, b[ tel que f(x) = c. J

Preuve : On supposer que f(a) < f(b) et soit ¢ €]f(a), f(b)[.
Soit A I'ensemble
A={x€lab], f(x) <c}.
A est non vide et majoré par b donc admet une borne supérieure xg = sup A.
- Il existe une suite (a,)neny C A tell que  lim  a, = xg. Pour tout n € N,
n—»+00

ap, € A et donc f(a,) < c et comme f est continue en xp, on a
lim f(a,) = f(x) d'ou f(x) < c.

n—->»-—+o0



Les théoremes fondamentaux

Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] tel que f(a) # f(b). Alors,
pour tout ¢ € f (Ja, b) [, il existe un xp €]a, b[ tel que f(x) = c. J

Preuve : On supposer que f(a) < f(b) et soit ¢ €]f(a), f(b)[.
Soit A I'ensemble
A={x€lab], f(x) <c}.

A est non vide et majoré par b donc admet une borne supérieure xg = sup A.

- Il existe une suite (a,)neny C A tell que  lim  a, = xg. Pour tout n € N,
n—-+o00

ap, € A et donc f(a,) < c et comme f est continue en xp, on a
lim f(a,) = f(x) d'ou f(x) < c.

n—->»-—+o0

- De plus, on a xg < b car ¢ < f(b) et donc pour tout x €]xg, b[, on a
f(x) > c. Il en résulte alors que lim f(x) = f(xo) > c. Finalement,
X

X—=x]
f(XQ) = C.



Les théoremes fondamentaux
Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)

TVI :deuxiéme version

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Si on a 7(a)f(b) < 0 alors

Jo €la, b[ tel que f(a) =0

Montrons que le polyndme P(x) = x> — 2x + 2 admet au moins une racine dans
] —2,1[. On a la fonction x — x® — 2x + 2 est continue sur [—2,1] et P(1) =1,
P(2) = —2 donc P(1)P(2) < 0 alors 3o €] — 2,1] tel que P(a) =0. On
déduite que « est une racine du polynéme P.




Les théoremes fondamentaux
Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)

TVI :deuxiéme version

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Si on a 7(a)f(b) < 0 alors

Jo €la, b[ tel que f(a) =0

Corollaire 1

L'image d'un intervalle par une application continue est un intervalle.

Corollaire 2

L'image d'un segment par une application continue est un segment.




Exercice (TD). Soit f : [0,1] — R une fonction continue et telle que f(0) = £(1).

1
Montrer qu'il existe o € }07 5 [ tel que

f(a) = f(a—ké)



Exercice (TD). Soit f : [0,1] — R une fonction continue et telle que 7(0) = f(1).

1
Montrer qu'il existe o € }07 5 [ tel que

fla)=f (a+ ;)

. 1
Réponse.Soit g la fonction définie sur {O, 2] par

g(x) = f(x) — f <x + ;)

5/ 111



Exercice (TD). Soit f : [0,1] — R une fonction continue et telle que 7(0) = f(1).

1
Montrer qu'il existe o € }0, 5 [ tel que

fla)=f (a+ é)

1
Réponse.Soit g la fonction définie sur {O, 2] par
1
0 = 100 £ (x+ 5

1
On a g est continue sur {0, 2] de plus

0 =r0-r(3). e ¢(3)=r(3)-rw=r(3)-r0--s0



Exercice (TD). Soit f : [0,1] — R une fonction continue et telle que 7(0) = f(1).

Montrer qu'il existe o € }0, % [ tel que
fla)=Ff|a+ E
a)=fla+3

, . . . 1
Réponse.Soit g la fonction définie sur |0, 5 par
1
0 = 100 £ (x+ 5
. 1
On a g est continue sur |0, 5 de plus

0 =r0-r(3). e ¢(3)=r(3)-rw=r(3)-r0--s0

1 1
donc g(0)g (2> < 0, d'aprés T.V.l il existe o € }0, 5 { tel que g(a) =0, c-a-d

1
fla) = f(a+>
2



Les théoremes fondamentaux
Théoreme de la bijection

e Une fonction f : I — J est bijective si Vy € J, Alx € I, y = f(x)

® Si f est bijective alors il exite une unique fonction g : J — I qui vérifie
fog=Idy et gof = Id. La fonction g est appelée la fonction réciproque
de f et est notée 1.




Les théoremes fondamentaux

Théoreme de la bijection

Rappel
e Une fonction f : I — J est bijective si Vy € J, Alx € I, y = f(x)

® Si f est bijective alors il exite une unique fonction g : J — I qui vérifie
fog=Idy et gof = Id. La fonction g est appelée la fonction réciproque
de f et est notée 1.

.

Soit f € F(I,R). Si f est continue et strictement monotone sur I, alors
elle est bijective de I sur J = f(I) et sa fonction réciproque =1 :J — I est
continue strictement monotone de méme type de monotonie que f.

Remarque

| \

Soit f une fonction bijective sur I. Le graphe de f~!, dans un repére orthonormé,
se déduit de celui de f par une symétrie d'axe par rapport a la premiére
bissectrice (droite y = x)

v




Fonctions Lipschitziennes

Fonctions Lipschitziennes

e Soit un réel k > 0. On dit qu'une fonction f : I — R est
k-lipschitzienne sur I'intervalle T si et seulement si

V(x,y) € P, |f(x) = f(y)| < k|x —y|

On note L(I) I'ensemble des fonctions lipschitziennes sur l'intervalle I.

® Si0< k<1, etf est k-lipschitzienne, on dit que f est contractante.

Q Sif,g € L(I), alors af + Bg € L(I).
© SifeL(I) et ge L£(J)avec f(I) C J,alors (gof) e L(I).

© Soit c €1, on note I; =IN] — oo, c] et I, =IN[¢, +oo[. Si f est
lipschitzienne sur I et sur I, alors elle est lipschitzienne sur 1.




Exercice (TD). Soit A une partie non vide de R. Pour x réel, on pose
f(x) =d(x,A) =inf{|z — x|,z € A}

Montrer que f est Lipschitzienne.
Réponse. Soit x,y € R et z € A. Par définition on a

fx) <lz=x[<l|z=y[+ ]y — x|
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Exercice (TD). Soit A une partie non vide de R. Pour x réel, on pose
f(x) =d(x,A) =inf{|z — x|,z € A}

Montrer que f est Lipschitzienne.
Réponse. Soit x,y € R et z € A. Par définition on a

fx) <lz=x[<l|z=y[+ ]y — x|

donc Vx,y € Ret z € A, |lz—y| > f(x)— |y — x|
c-a-d f(x) — |y — x| est un minorant de {|z — y|, z € A}, alors
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Exercice (TD). Soit A une partie non vide de R. Pour x réel, on pose
f(x) =d(x,A) =inf{|z — x|,z € A}

Montrer que f est Lipschitzienne.
Réponse. Soit x,y € R et z € A. Par définition on a

fx) <lz=x[<l|z=y[+ ]y — x|

donc Vx,y € Ret z € A, |lz—y| > f(x)— |y — x|
c-a-d f(x) — |y — x| est un minorant de {|z — y|, z € A}, alors

F(x) = Iy = x| <inf{|z —y|,z € A} = f(y)

ceci donne
f(x) —f(y) <ly — x|
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Exercice (TD). Soit A une partie non vide de R. Pour x réel, on pose
f(x) =d(x,A) =inf{|z — x|,z € A}

Montrer que f est Lipschitzienne.
Réponse. Soit x,y € R et z € A. Par définition on a

fx) <lz=x[<l|z=y[+ ]y — x|

donc Vx,y € Ret z € A, |lz—y| > f(x)— |y — x|
c-a-d f(x) — |y — x| est un minorant de {|z — y|, z € A}, alors

F(x) = Iy = x| <inf{|z —y|,z € A} = f(y)

ceci donne
f(x) = f(y) <ly — x|
En échangeant les rbles de x et y on trouve

fly)—f(x) <|x -yl = —|x—y|[ < f(x) - f(y)
on déduit alors que
Vx,y € R; [F(x) = f) <y — x|

donc f est 1- lipschitzienne.
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Exercice (TD). Soit A une partie non vide de R. Pour x réel, on pose
f(x) =d(x,A) =inf{|z — x|,z € A}

Montrer que f est Lipschitzienne.
Réponse. Soit x,y € R et z € A. Par définition on a

fx) <lz=x[<l|z=y[+ ]y — x|

donc Vx,y € Ret z € A, |lz—y| > f(x)— |y — x|
c-a-d f(x) — |y — x| est un minorant de {|z — y|, z € A}, alors

F(x) = Iy = x| <inf{|z —y|,z € A} = f(y)

ceci donne
f(x) = f(y) <ly — x|
En échangeant les rbles de x et y on trouve

fly)—f(x) <|x -yl = —|x—y|[ < f(x) - f(y)
on déduit alors que
Vx,y € R; [F(x) = f) <y — x|

donc f est 1- lipschitzienne.

/111



Fonctions uniformément continues

Soit une fonction f : I — R définie sur un intervalle I. On dit qu’elle est
uniformément continue sur I lorsque

Ve>0, >0 V(x,y)€l? [x—y|<n=|f(x)—f(y)|<e

Le nombre 7 est indépendant des réels (x, y) et s'appelle module d'uniforme
continuité.




Fonctions uniformément continues

Soit une fonction f : I — R définie sur un intervalle I. On dit qu’elle est
uniformément continue sur I lorsque

Ve>0, >0 V(x,y)€l? [x—y|<n=|f(x)—f(y)|<e

Le nombre 7 est indépendant des réels (x, y) et s'appelle module d'uniforme
continuité.

v

f Lipschitzienne sur I = f uniformément continue sur I = f continue sur I )

Preuve :
Supposons f lispchitzienne sur 1, il existe kK > 0 tel que

V(x,y) € P, [f(x) = f(y)| < klx — |
Soit € > 0. Posons 1 = % > 0. Soient (x,y) € I% tels que |[x —y| <7, on a

If(x) —f(y)| < klx—y| < kn=¢



Fonctions uniformément continues

Soit une fonction f : I — R définie sur un intervalle I. On dit qu’elle est
uniformément continue sur I lorsque

Ve>0, >0 V(x,y)€l? [x—y|<n=|f(x)—f(y)|<e

Le nombre 7 est indépendant des réels (x, y) et s'appelle module d'uniforme
continuité.

f Lipschitzienne sur I = f uniformément continue sur I = f continue sur I )

Preuve :

Supposons f uniformément continue sur I . Soit xg € I, montrons que la fonction
f est continue au point xg.

Soit € > 0, Puisque f est uniformément continue sur I, il existe n > 0 tel que

V(x,y) €, [x—y|<n=|f(x)—f(y)| <e

Soit x € I tel que |x — xp| < m, on a bien |f(x) — f(x)| < e. |
50 / 111



Théoréeme de Heine

Une fonction continue sur un segment [a, b] est uniformément continue sur [a, b] .

Preuve :




Théoréme de Heine
Une fonction continue sur un segment [a, b] est uniformément continue sur [a, b] .

Preuve :
Supposons par absurde, que :

Je >0, Vn >0, 3(x,y) € [a, b, |x —y| <met|f(x)—Ff(y)| >e

1 -
Soit n € N*, en prenant n = —, alors 3(x,, y,) € [a, b]? vérifiant
n

1
P = ynl < — et [f(xa) = F(yn)l > €
On construit ainsi deux suites (x,) et (y,) de points du segment [a, b]. Puisque

la suite (x,) est bornée, d'apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut en
extraire une suite convergente, (x,(,)) vers une limite ¢ € [a, b]. Puisque

1 1
otm) =€l < Motm=YetmlHIxem=cl < ZrsFxem—el < Tt —cl 522 0



Théoréme de Heine
Une fonction continue sur un segment [a, b] est uniformément continue sur [a, b] .

Preuve :

1 1
Iyw(n))—CISIXw(n)—yw(n)lﬂLIX«p(n)—ClSmﬂx y—cl < —Hxpm—el > 0

n—+o0o

Donc y,(n) ,H—+>OO c. Or la La continuité de f au point ¢, donne

f(c) et f(yom) — f(c)

n~>+oo n——+oo

Mais comme Vn € N, & < |f(X,(n)) — f(Vp(n))| » Par passage a la limite, on obtient
que 0 < e < |f(c) — f(c)| = 0 ce qui est absurde. [ |



Exercice (TD). Soit f continue sur R* 2 valeurs dans R admettant une limite
réelle £ quand x tend vers +00. Montrer que f est uniformément continue sur RT.




Exercice (TD). Soit f continue sur R* 2 valeurs dans R admettant une limite

réelle £ quand x tend vers +00. Montrer que f est uniformément continue sur RT.

Réponse. Soit € > 0. On veut montrer que

I >0: Vx,y € 0,400, [x —y|<np=|f(x) - f(y)| <e

N.MRHARDY
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Exercice (TD). Soit f continue sur R* 2 valeurs dans R admettant une limite

réelle £ quand x tend vers +00. Montrer que f est uniformément continue sur RT.
Réponse. Soit € > 0. On veut montrer que

I >0: Vx,y € 0,400, [x —y|<np=|f(x) - f(y)| <e

On sait que
36> 0, ¥x >0 = |f(x) — ¢ <§
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Exercice (TD). Soit f continue sur R* 2 valeurs dans R admettant une limite
réelle £ quand x tend vers +00. Montrer que f est uniformément continue sur RT.
Réponse. Soit € > 0. On veut montrer que

I >0: Vx,y € 0,400, [x —y|<np=|f(x) - f(y)| <e

On sait que
36> 0, ¥x >0 = |f(x) — ¢ <§

Soient x, y € [d, +o0[, on a alors

£60 — FOI < R0 —l+IF0) — < =



Exercice (TD). Soit f continue sur R* 2 valeurs dans R admettant une limite
réelle £ quand x tend vers +00. Montrer que f est uniformément continue sur R*
Réponse. Soit € > 0. On veut montrer que

In>0: Vx,y €[0,+o0], [x —y| <n=|f(x) = f(y)| <e

On sait que
36> 0, ¥x >0 = |f(x) — ¢ <§

Soient x, y € [d, +o0[, on a alors
2e
F) = FW < 1FO) =L+ 1F(y) =€l < =

d'autre part, f est continue sur [0, §] donc d'aprés le théoreme de Heine, f est
uniformément continue sur [0, 6], c-a-d

> 0: Vxy € [0,3], Ix—yl <= If() ~ Fy)| < 5
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Réponse. Soient x, y € [0, +oo[ tels que |[x — y| <7, on 3 cas possible :
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Réponse. Soient x, y € [0, +oo[ tels que |[x — y| <7, on 3 cas possible :

- Six,y €[0,4] alors |f(x) — f(y)| < % <e
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Réponse. Soient x, y € [0, +oo[ tels que |[x — y| <7, on 3 cas possible :
- Six,y €[0,0] alors |[f(x) — f(y)] < =y

3
- Si x,y €[d,4+00[ alors |f(x) — f(y)] < L; <e
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Réponse. Soient x, y € [0, +oo] tels que |[x — y| <7, on 3 cas possible :
- Six,y €[0,4] alors |f(x) — f(y)| < % <e

- Si x,y €[d,4+00[ alors |f(x) — f(y)] < L; <e
-Si0<x<é<yalorsonaura|d— x| <|x—y| <netdonc

f(x) — F(8)] < g <e




Réponse. Soient x, y € [0, +oo] tels que |[x — y| <7, on 3 cas possible :
- Six,y €[0,4] alors |f(x) — f(y)| < % <e

- Si x,y €[d,4+00[ alors |f(x) — f(y)] < L; <e
-Si0<x<é<yalorsonaura|d— x| <|x—y| <netdonc

|ﬂm—fwn§§<s

de plus 4,y € [0, +oc] alors

If(0) — f(y)| < %5 <€
d'ou
1F6) — FO)| < 1FG) — FO)| +7(8) — F)l < 5 + % =




Réponse. Soient x, y € [0, +oo] tels que |[x — y| <7, on 3 cas possible :
- Six,y €[0,4] alors |f(x) — f(y)| < % <e

- Si x,y €[d,4+00[ alors |f(x) — f(y)] < L; <e
-Si0<x<é<yalorsonaura|d— x| <|x—y| <netdonc

) - fO) <5 <<

de plus 4,y € [0, +oc] alors

If(0) — f(y)| < %5 <€
d'ou
1F6) — FO)| < 1FG) — FO)| +7(8) — F)l < 5 + % =

On a montré que Vx,y € [0, +o0o] tels que |x — y| <7,
[f(x) —f(y)l <e

On conclut que f uniformément continue sur R™.




Programme

© Dérivabilité
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Dérivée en un point

Soit f : T — R une fonction définie sur un intervalle I et soit xo € I. On dit que
f est dérivable au point xg si :

im T = Fx0)

X—>Xp X — XO

=/eR

- Cette limite £ est appelée la dérivée de f en xg et est noté '(xo).

- On dit que f est dérivable sur I'intervalle I si elle est dérivable en tout point
de I. On notera D(I,R) I'ensemble des fonctions dérivable sur I.

- La fonction dérivée de f est définie sur I par : x — '(x).

o
o
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Dérivée en un point

Soit f : T — R une fonction définie sur un intervalle I et soit xo € I. On dit que
f est dérivable au point xg si :

im T = Fx0)

X—>Xp X — XO

=/eR

- Cette limite £ est appelée la dérivée de f en xg et est noté '(xo).

- On dit que f est dérivable sur I'intervalle I si elle est dérivable en tout point
de I. On notera D(I,R) I'ensemble des fonctions dérivable sur I.

- La fonction dérivée de f est définie sur I par : x — '(x).

En posant h = x — xp on peut écrire

h|i4m>0 f(Xo =F h/)7 — f(Xo) _ f/(XO)

s




Dérivée en un point

Interprétation géométrique

La quantité,
L _f)—fl)
foxo — — . .
X — Xo
est dite taux d'accroissement de f au voisinage de xg.
® Si f est dérivable en xg alors lim T¢,, = f'(xo). Dans ce cas f'(x) est
X—>X0

appelée le coefficient directeur (ou la pente) de la tangente en (xo, f(x0)),
de plus I'équation de la tangente est :

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

® Si lim Tr, = +oo alors f n'est pas dérivable en xy et la tangente a la
X—>Xo :

courbe Cr, au point xp, est une tangente verticale.




1
® La fonction f(x) = — est dérivable sur R*. En effet, soit xo € R*,
X




1
® La fonction f(x) = — est dérivable sur R*. En effet, soit xo € R*,
X

1 1 Xo—X
f(x) — f(xo %= = 1 1
Tf,X[) = ( ) ( ) = X X0 = XX0 = - — )
X — Xo X — Xo X — Xo XXp X—>Xx X

o
~
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1
® La fonction f(x) = — est dérivable sur R*. En effet, soit xo € R*,
X

1_ 1 X=X
Tf _ f(X) — f(Xo) _ X X0 _ XX _ _i — _i
0 X — Xo X—Xg X—Xp XX X—%0  Xg
donc f est dérivable en tout point de R*, de plus f/(x) = %

o
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1
® La fonction f(x) = — est dérivable sur R*. En effet, soit xo € R*,
X

1_ 1 X=X
Tf _ f(X) — f(Xo) _ X X0 _ XX _ _i — _i
0 X — Xo X—Xg X—Xp XX X—%0  Xg
donc f est dérivable en tout point de R*, de plus f/(x) = —%

® La fonction f(x) = sin(x) est dérivable sur R. En effet, soit xo € R, on a

o
~
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1
® La fonction f(x) = — est dérivable sur R*. En effet, soit xo € R*,
X

1_ 1 X=X
Tf _ f(X) — f(Xo) _ X X0 _ XX _ _i — _i
0 X — Xo X—Xg X—Xp XX X—%0  Xg
donc f est dérivable en tout point de R*, de plus f/(x) = —%

e La fonction f(x) = sin(x) est dérivable sur R. En effet, soit xo € R, on a
oo = sin(x) —sin(x0) _ 2sin(*52) cos(*5%) _ 2sin(*32) cos(X+XO)
X = Xo X — Xo 2

X — Xp

o
~

/111



1
® La fonction f(x) = — est dérivable sur R*. En effet, soit xo € R*,
X

1_ 1 X=X
Tf _ f(X) — f(Xo) _ X X0 _ XX _ _i — _i
0 X — Xo X—Xg X—Xp XX X—%0  Xg
donc f est dérivable en tout point de R*, de plus f/(x) = —%.

® La fonction f(x) = sin(x) est dérivable sur R. En effet, soit xo € R, on a

T _ sin(x) —sin(x)  2sin(*3)cos(*5¢)  2sin(*32) os(X+XO)
fro = X — Xo - X — Xg T x—Xxo 2
sin( X=X i
Or lim % = lim sin(y) =1let lim cos(X XO) = cos(xp) donc
X—>X0 X=X y—0 y X—>X0

o
~
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1
® La fonction f(x) = — est dérivable sur R*. En effet, soit xo € R*,
X

1_ 1 X=X
Tf _ f(X) — f(Xo) _ X X0 _ XX _ _i — _i
0 X — Xo X—Xg X—Xp XX X—%0  Xg
donc f est dérivable en tout point de R*, de plus f/(x) = —%.

® La fonction f(x) = sin(x) est dérivable sur R. En effet, soit xo € R, on a

sin(x) —sin(xp)  2sin(*32) cos(*52)  2sin(*52) X+ xo
Tt = = = os( )
X — Xp X — Xp X — Xp 2
sin( X522 i
Or lim % = lim sin(y) =1let lim cos(XJrXO) = cos(xp) donc
X—X0 0 y—0 y X—X0
f(x)—f
f(x) = () — cos(xp)
X — XO X—> X0

N.MRHARDY 57
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1
® La fonction f(x) = — est dérivable sur R*. En effet, soit xo € R*,
X

1_ 1 X=X
Tf _ f(X) — f(Xo) _ X X0 _ XX _ _i — _i
0 X — Xo X—Xg X—Xp XX X—%0  Xg
donc f est dérivable en tout point de R*, de plus f/(x) = —%.

® La fonction f(x) = sin(x) est dérivable sur R. En effet, soit xo € R, on a

sin(x) —sin(xp)  2sin(*32) cos(*52)  2sin(*52) X+ xo
Tt = = = os( )
X — Xp X — Xp X — Xp 2
sin( X522 i
Or lim % = lim sin(y) =1let lim cos(XJrXO) = cos(xp) donc
X—X0 0 y—0 y X—X0
f(x)—f
f(x) = () — cos(xp)
X — XO X—> X0

On conclut f est dérivable en tout point de R, de plus f'(x) = cos(x)
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Dérivée a gauche, dérivée a droite
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Dérivée a gauche, dérivée a droite

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et soit xg € L.
e On dit que f est dérivable a droite en xq si

o 0 = ()

X—>X0,X>X0 X — Xo

= fi(x) eziste et finie.

® On dit que f est dérivable a gauche en xq si

i 0= flx)

X—>X0,X < X0 X — Xo

= f;(x0) ewiste et finie .
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Dérivée a gauche, dérivée a droite

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et soit xg € L.
e On dit que f est dérivable a droite en xq si

o 0 = ()

X—>X0,X>X0 X — Xo

= fi(x) eziste et finie.

® On dit que f est dérivable a gauche en xq si

i 0= flx)

X—>X0,X<Xo X — Xo

= f;(x0) ewiste et finie .

La fonction f est dérivable en xp si et seulement si f est dérivable a droite et a
gauche de xp et on a
f(x0) = f3(x0) = f'(x0)




Propriétés des fonctions dérivables
Continuité

Condition nécessaire de dérivabilité
Soit f € F(I,R)

e Si la fonction f est dérivable en un point xq alors f est continue en xp.
e Sij la fonction f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

On a donc D(IL,R) C C(L,R) € F(I,R)




Propriétés des fonctions dérivables
Continuité

Condition nécessaire de dérivabilité
Soit f € F(I,R)

e Si la fonction f est dérivable en un point xq alors f est continue en xp.

e Si la fonction f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

On a donc D(IL,R) C C(L,R) € F(I,R)

La réciproque n'est pas toujours vraie. En effet la fonction f : x — |x| est
continue en 0, mais n'est pas dérivable en 0 car
f(x) — £(0) f(x) — £(0)

. . . . X
||m —_— = ||m =1 et ||m —_— = Ilm u = —1.
x—>0+ x—0 x—0t X x—0— x—0 x—0— X

Ixl

donc f;(xo) # fj(xo) d'otr f n’est pas dérivable en 0.




Propriétés des fonctions dérivables
Continuité

Condition nécessaire de dérivabilité
Soit f € F(I,R)

e Si la fonction f est dérivable en un point xq alors f est continue en xp.
e Sij la fonction f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

On a donc D(IL,R) C C(L,R) € F(I,R)

y=lxl




Exercice (TD). Déterminer les valeurs des nombres réels « et 8 pour que la

fonction f définie par

o) gy <o
f(x) = 1 six=0
e —x six>0

soit dérivable sur R.
Réponse.

N.MRHARDY
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Exercice (TD). Déterminer les valeurs des nombres réels « et 8 pour que la
fonction f définie par

o) gy <o
f(x) = 1 six=0
e —x six>0

soit dérivable sur R.
Réponse.
Les restrictions de f sur | — oo, 0[ et |0, 00[ sont continues comme composée et
somme de fonctions usuelles continues. Il suffit d'étudier la continuité au point 0.
. . sin(ax) . . Bx
lim f(x)= lim ——= =q, et lim f(x)= lim e —x=1
x—0~ x—0~ X x—0+ x—0~
or f(0) = 1 donc f est continue en 0 ssi & = 1. Pour que f soit dérivable il faut
qu'elle soit continue donc o = 1.



Exercice (TD). Déterminer les valeurs des nombres réels « et 8 pour que la
fonction f définie par

o) gy <o
f(x) = 1 six=0
e —x six>0

soit dérivable sur R.
Réponse.

Six <0 )
F(x) = x cos(x) ; sin(x)

X

on applique la regle de I'Hopital :

. i (xcos(x) —sin(x)) sin(x)
Jim £ = Jim. (x2) =lm- =0
— f;(0) =0



Exercice (TD). Déterminer les valeurs des nombres réels « et 8 pour que la
fonction f définie par

e gy < g
f(x) = 1 six=0

eP*—_x six>0

soit dérivable sur R.
Réponse.

Six>0
f'(x) = e —1 = lim f'(x) =5 —1=f}(0)
x—0t
donc f est dérivable en 0 ssi

f4(0) = f;(0) = =1

finalement f est continue et dérivable sur Rssia=1et =1



Propriétés des fonctions dérivables
Extremum d’une fonction

Extremum global

e On dit que f admet un mazimum (resp. minimum ) en Xg si et
seulement si Vx € I, f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(xo))-

® On dit que f admet un extremum si f admet un maximum ou un minimum .

Ezxtremum local

e On dit que f admet un maxzimum local (resp. minimum local) en xg si
et seulement si 3V, voisinage de xp, tel que Vx € V, f(x) < f(xo) (resp.
f(x) > f(x0))-

e On dit que f admet un extremum local si f admet un maximum local ou un
minimum local.




Propriétés des fonctions dérivables
Extremum d’une fonction

Extremum global

e On dit que f admet un mazimum (resp. minimum ) en Xg si et
seulement si Vx € I, f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(xo))-

® On dit que f admet un extremum si f admet un maximum ou un minimum .

Ezxtremum local

e On dit que f admet un maxzimum local (resp. minimum local) en xg si
et seulement si 3V, voisinage de xp, tel que Vx € V, f(x) < f(xo) (resp.
f(x) = (x0))-

e On dit que f admet un extremum local si f admet un maximum local ou un
minimum local.

Remarque

Un extremum global est aussi un extremum local mais la réciproque est fausse.




Condition nécessaire d’extremum local

Soit I un intervalle ouvert. Si f admet un extemum local au point xg et si f est
dérivable en xg alors f'(xp) = 0. Dans ce cas, x est appelé un point critique de f.

N.MRHARDY




Condition nécessaire d’extremum local

Soit I un intervalle ouvert. Si f admet un extemum local au point xg et si f est
dérivable en xg alors f'(xp) = 0. Dans ce cas, x est appelé un point critique de f.

Preuve : On suppose que xp est un maximum c-a-d Vx, f(x) < f(xp). Si f est

. - f(x) = fx)
dérivable en xp alors on a XMXO T o = Qf(xo) = f}(x0)
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Condition nécessaire d’extremum local

Soit I un intervalle ouvert. Si f admet un extemum local au point xg et si f est
dérivable en xg alors f'(xp) = 0. Dans ce cas, x est appelé un point critique de f.

Preuve : On suppose que xp est un maximum c-a-d Vx, f(x) < f(xp). Si f est

.. . f(X) - f(XO) y g
dérivable en xp alors on a XMXO T f(x0) = f4(x0)
f(x)—f
orona fi(x) = lim ) = Fo) _ f'(x) <0
X—>X0,X>X0 X — Xo
f(x)—f
et on a fo(x0) = lim fx) = f(x) =f'(x)>0
X—>Xp ,X<Xp X — Xo

ce qui donne  f'(x) = 0.

La réciproque est fause. Par exemple la fonction f : x € R — x3 vérifie
f’(0) = 0 mais n'admet pas d'exetremum au point 0.




Condition nécessaire d’extremum local

Soit I un intervalle ouvert. Si f admet un extemum local au point xg et si f est
dérivable en xg alors f'(xp) = 0. Dans ce cas, x est appelé un point critique de f.

Preuve : On suppose que xp est un maximum c-a-d Vx, f(x) < f(xp). Si f est

F(x)— f
dérivable en xg alorsona  lim fx) = o) _ fa(x0) = f3(x0)
X—>X0 X — Xp
F(x)— f
orona fi(x) = lim ) = Fo) _ f'(x) <0
X—>X0,X>X0 X — Xo
f(x)—f
et on a fo(x0) = lim fx) = Fo) =f'(x) >0
X—>Xp ,X<Xp X — Xo

ce qui donne  f'(x) = 0.




Condition nécessaire d’extremum local

Soit I un intervalle ouvert. Si f admet un extemum local au point xg et si f est
dérivable en xg alors f'(xp) = 0. Dans ce cas, x est appelé un point critique de f.

Preuve : On suppose que xp est un maximum c-a-d Vx, f(x) < f(xp). Si f est

.. . f(X) - f(XO) y g
dérivable en xp alors on a XMXO T f(x0) = f4(x0)
f(x)—f
orona fi(x) = lim ) = Fo) _ f'(x) <0
X—>X0,X>X0 X — Xo
f(x)—f
et on a fo(x0) = lim fx) = f(x) =f'(x)>0
X—>Xp ,X<Xp X — Xo

ce qui donne  f'(x) = 0.

Remarque

L'existence d’un extremum local n'entraine pas forcément la dérivabilité de f en
ce point. En effet la fonction f(x) = |x| admet un minimum en 0, alors que f
n'est pas dérivable en 0.




Opérations sur les fonctions dérivables

Soient f, g € D(I,R). Alors les fonctions (f + g), (af)(« € R), (f.g) et
(é (g #0), sont des fonctions dérivables sur I et on a
(f+8)'(x) = f'(x) + g'(x),
(af)'(x) = af'(x),
(78)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x),
1) _ ( )
g g%(x)
de maniére generale on a

A P800~ FE' ()
(g> () POk

o
2]
o
o




Preuve : Soit xp € 1

(1) On a
o (O - (F8)00) _ o fl) - F0o) | 800~ g00)
X—X0 X — Xo X—=X0 X — Xo X — X0

et donc

o ()X~ (F+8)0x)

X—Xg X — X

f'(x0) + &'(x0)



Preuve : Soit xg € 1

(1) On a
o (O - (F8)00) _ o fl) - F0o) | 800~ g00)
x—x0 X — Xp x—x X — X X—x9
et donc
Jim (f+g)(x>2:iz+g)()<0) f'(x0) + &' (x0)
(2) On a
i @0 = (@N0G) ) = Fo)
X—>X0 X — Xo X—>X0 X — Xo



Preuve :
(3) On a

(8)(x) — (fg)(x0) _  f(x)g(x) — f(x0)g(x)
X — Xo X = Xo
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Preuve :

(3) On a
(8)(x) — (fg)(x0) _  f(x)g(x) — f(x0)g(x)
X — X0 X — Xo
_ () — g(x0)) + g(x0)(F(x) — f(x0)
X — Xpo




Preuve :

(3) On a
(g)(x) = (i) (%) _  f(x)g(x) = f(x0)&(x0)
X — X0 X — Xo
_ () — g(x0)) + g(x0)(F(x) — f(x0)
X — Xo
= () S ER) ) 100 o)




Preuve :

(3) On a
(8)(x) — (f8)(x0) _  f(x)g(x) — f(x0)g(x0)

X — Xo X = Xo

_ () — g(x0)) + g(x0)(F(x) — f(x0)
X — Xpo
— BBk () ()~ TCo)
puisque f est continue en xp on a XIi_n;X f(x) = f(x0) et donc
Jim VB =00 _ 2)g(50) + g00) )




Preuve :

(3) On a
(g)(x) = (i) (%) _  f(x)g(x) = f(x0)&(x0)
X — X0 X — Xo
_ () — g(x0)) + g(x0)(F(x) — f(x0)
X — Xo
= () S ER) ) 100 o)

puisque f est continue en xp on a lim f(x) = f(xp) et donc
X—>X0

i (00— (B)(0) _

X—Xp X — Xo

x0)g" (%0) + &(x0)f'(x0)

(4) En utilisant encore le fait que f est continue en xp, on aura

1o 1 . ’
im0 o) _ o fo)—fl) 1 f(x)

x—x X — X x—x  (x—=x0) f(x0)f(x) (F(x0))?




Opérations sur les fonctions dérivables

Dérivée de la composée

Soient f € F(I,R) et g € F(J,R) deux fonctions et soit xg € I tel que f(xo) € J.
Si f est dérivable en xp et g en f(xp) alors g o f est dérivable en xo et on a

(g0 f)'(x0) = &'(f(x0))f'(x0)-




Opérations sur les fonctions dérivables

Dérivée de la composée

Soient f € F(I,R) et g € F(J,R) deux fonctions et soit xg € I tel que f(xo) € J.
Si f est dérivable en xp et g en f(xp) alors g o f est dérivable en xo et on a

(g0 f)(x0) = &'(f(x0))f'(x0)-

Exemple

| \

Calculons la dérivé de h(x) = e"*) pour x € [0, g[. D’abord, on écrit

h(x) = g o f(x)




Opérations sur les fonctions dérivables

Dérivée de la composée

Soient f € F(I,R) et g € F(J,R) deux fonctions et soit xg € I tel que f(xo) € J.
Si f est dérivable en xp et g en f(xp) alors g o f est dérivable en xo et on a

(g0 f)(x0) = &'(f(x0))f'(x0)-

Exemple

| \

Calculons la dérivé de h(x) = e"*) pour x € [0, g[. D’abord, on écrit

h(x) = g o f(x)

avec f(x) = tan(x) et g(x) = &
Clomme f'(x) = 1 +tan?(x) et g'(x) = &
H(x) = (g o f) (x) = f'(x)g'(f(x)) = (1 + tan(x))e'*")




Opérations sur les fonctions dérivables

Dérivée d’une fonction réciproque

Soit f : T — J une fonction dérivable et bijective. Si pour xo € I on a f/(xg) # 0
alors f~1 est dérivable au point yp = f(xg) et

1/ 1
(f_ ) ()/o) = m-




Opérations sur les fonctions dérivables

Dérivée d’une fonction réciproque

Soit f : T — J une fonction dérivable et bijective. Si pour xo € I on a f/(xg) # 0
alors f~1 est dérivable au point yp = f(xg) et

1
FY (%) = -
()00 = FFie))
Preuve : En posant y = f(x), on aura
) —fF ) x=—x 1
Y~ F) — Flxo) — FI=TCal



Opérations sur les fonctions dérivables

Dérivée d’une fonction réciproque

Soit f : T — J une fonction dérivable et bijective. Si pour xo € I on a f/(xg) # 0
alors f~1 est dérivable au point yp = f(xg) et

1
FY (%) = -
()00 = FFie))
Preuve : En posant y = f(x), on aura
) —fF ) x=—x 1
Y=Y f(x)—f(x) fx)=flo)"

x—x0

Lorsque y — yo, x — xp (f ! étant continue en y;) et puisque f est dérivable
en xg et f'(xg) # 0, et il en résulte que

-1 1

ym Y — o x—x 0000 f(x)  F(FL(y0))

X—Xo




Les théoremes fondamentaux

Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b).
Alors,
dc €]a, b tel que f'(c)=0




Les théoremes fondamentaux

Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b).
Alors,
dc €]a, b tel que f'(c)=0

Preuve : f est continue sur [a, b] donc d'aprés le théoréme de maximum f est
bornée et atteint ses bornes donc

da, o € [a,b]/ fla)=m= inf f(x)etf(a)=M= sup f(x).
x€la,b] x€|a,b]



Les théoremes fondamentaux

Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b).

Alors,
dc €]a, b tel que f'(c)=0

Preuve : f est continue sur [a, b] donc d'aprés le théoréme de maximum f est
bornée et atteint ses bornes donc

da, o € [a,b]/ fla)=m= inf f(x)etf(a)=M= sup f(x).
x€la,b] x€|a,b]

® Sim= M, le minimum coincide avec le maximum et donc f est constante
sur [a, b] et par suite pour tout ¢ €]a, b[, f'(c) = 0.



Les théoremes fondamentaux

Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b).

Alors,
dc €]a, b tel que f'(c)=0

Preuve : f est continue sur [a, b] donc d'aprés le théoréme de maximum f est
bornée et atteint ses bornes donc
da, o € [a,b]/ fla)=m= inf f(x)etf(a)=M= sup f(x).
x€la,b] x€|a,b]

® Sim= M, le minimum coincide avec le maximum et donc f est constante
sur [a, b] et par suite pour tout ¢ €]a, b[, f'(c) = 0.

® Si m# M, la fonction f atteint son minimum en ¢y,



Les théoremes fondamentaux

Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b).

Alors,
dc €]a, b tel que f'(c)=0

Preuve : f est continue sur [a, b] donc d'aprés le théoréme de maximum f est
bornée et atteint ses bornes donc

da, o € [a,b]/ fla)=m= inf f(x)etf(a)=M= sup f(x).
x€la,b] x€|a,b]

® Sim= M, le minimum coincide avec le maximum et donc f est constante
sur [a, b] et par suite pour tout ¢ €]a, b[, f'(c) = 0.
® Si m# M, la fonction f atteint son minimum en ¢y,
- si m=f(a) = f(b), comme f atteint son maximum en ¢, et m # M,
alors ¢, €]a, b[ et f'(cz) = 0.



Les théoremes fondamentaux

Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b).

Alors,
dc €]a, b tel que f'(c)=0

Preuve : f est continue sur [a, b] donc d'aprés le théoréme de maximum f est
bornée et atteint ses bornes donc

da, o € [a,b]/ fla)=m= inf f(x)etf(a)=M= sup f(x).
x€la,b] x€|a,b]

® Sim= M, le minimum coincide avec le maximum et donc f est constante
sur [a, b] et par suite pour tout ¢ €]a, b[, f'(c) = 0.
® Si m# M, la fonction f atteint son minimum en ¢y,
- si m=f(a) = f(b), comme f atteint son maximum en ¢, et m # M,
alors ¢, €]a, b[ et f'(cz) = 0.
- sinon, ¢ €la, b[ et f'(¢1) =0
68 / 111



Les théoremes fondamentaux

Théoréme des accroissements finis(TAF)

Soit f € F([a, b],R) une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors
il existe au moins un point ¢ €]a, b[ tel que

f(b) — f(a) = (b— a)f'(c).




Les théoremes fondamentaux

Théoréme des accroissements finis(TAF)

Soit f € F([a, b],R) une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors
il existe au moins un point ¢ €]a, b[ tel que

f(b) — f(a) = (b— a)f'(c).

Preuve : On considere la fonction ¢ définie par

o) = ()~ (o) - = TE )

 est définie et continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ de plus ¢(a) = ¢(b) =0,
donc d'apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’'(c) = 0. Or
f(b) -

#00= 700~ =1 pe) — #(a) = (b - 7o)



Les théoremes fondamentaux

Théoréme des accroissements finis(TAF)

Soit f € F([a, b],R) une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors
il existe au moins un point ¢ €]a, b[ tel que

f(b) — f(a) = (b— a)f'(c).

Inégalité des accroissements finis

Soit f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Si f’ est bornée sur ]a, b],
c'est-a-dire, IM > 0 tel que, Vx €]a, b], |f'(x)| < M, alors,,

[f(x) = f(y)| < M|x — y| pour tout x,y € [a, b]




Les théoremes fondamentaux

1
e Montrer que 3< In(1,5) <

N| =




Les théoremes fondamentaux

1 1
e Montrer que 3< In(1,5) < 5

En effet, on a In(1,5) = In(2) = In(3) — In(2). La fonction x + In(x) est
continue sur [2, 3], dérivable sur ]2, 3[. D’apreés TAF, il existe un ¢ €]2, 3] tel
que

In(3)

In(2)  , .
3 =In'(c) ==

2 c




Les théoremes fondamentaux

1 1
e Montrer que 3< In(1,5) < 5
En effet, on a In(1,5) = In(2) = In(3) — In(2). La fonction x + In(x) est
continue sur [2, 3], dérivable sur ]2, 3[. D’apreés TAF, il existe un ¢ €]2, 3] tel
que
In(3)

n(2) ., . 1
3 =In'(c) ==

2 c

1 1 1
or ¢ €]2,3[ donc 3<7:<3 d’ou le résultat souhaité.




Les théoremes fondamentaux

1 1
e Montrer que 3< In(1,5) < 5
En effet, on a In(1,5) = In(2) = In(3) — In(2). La fonction x + In(x) est
continue sur [2, 3], dérivable sur ]2, 3[. D’apreés TAF, il existe un ¢ €]2, 3] tel
que
In(3)

n(2) ., . 1
3 In(c) = =

-2 c
1 1 1 .. , "y
or ¢ €]2,3[ donc 3<7:<3 d’ou le résultat souhaité.

e Montrer que |sin(x) —sin(y)| < |x —y|, Vx,y € R




Les théoremes fondamentaux

1
e Montrer que 3 < In(1,5) <

En effet, on a In(1,5) = In(2) = In(3) — In(2). La fonction x + In(x) est
continue sur [2, 3], dérivable sur |2, 3[. D’apres TAF, il existe un ¢ €]2, 3] tel
que

l\)\n—l

1 1 1
or ¢ €]2,3[ donc 3<7:<3 d’ou le résultat souhaité.
e Montrer que |sin(x) —sin(y)| < |x —y|, Vx,y € R
En effet, on a pour tout x,y € R (x < y), la fonction t + sin(t) est

continue sur [x, y], dérivable sur ]x, y[ de dérivée

sin’(t) = cos(t) = |sin(t)| = | cos(t)| < 1

D’apres I'inégalité des accroissements finis on a  |sin(x) — sin(y)| < |x — y|
v




Les théoremes fondamentaux

o Montrer que




Les théoremes fondamentaux

o Montrer que e <1+ xe*, Vx>0




Les théoremes fondamentaux

o Montrer que e <1+ xe*, Vx>0
En effet, on a pour tout x > 0, la fonction t +— e® est continue sur [0, x],
dérivable sur ]0, x[. D'apres TAF, il existe un ¢ €]0, x| tel que

or ¢ €]0, x[ donc

d'ou le résultat souhaité.




Applications du T.A.F

Variations d’une fonction

Soit I un intervalle ouvert et £ € F(I,R) une fonction continue et dérivable sur I.
Alors :

@ La fonction f est croissante sur I si et seulement si Vx € I, f/(x) > 0.
© La fonction f est décroissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) < 0.

@ La fonction f est constante sur I si et seulement si Vx € I, f/'(x) =

N.MRHARDY




Applications du T.A.F

Variations d’une fonction

Soit I un intervalle ouvert et £ € F(I,R) une fonction continue et dérivable sur I.
Alors :

@ La fonction f est croissante sur I si et seulement si Vx € I, /(x) > 0

© La fonction f est décroissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) < 0.

@ La fonction f est constante sur I si et seulement si Vx € I, f/'(x) =

Preuve : (=) Si f est croissante alors pour tout x # xg, on a

f(x) — f(x)

> 0 et donc f'(xp) > 0.
X —Xp

(<) Supposons f’ est positive sur I. Soient x,y € I avec x < y. En appliquant
TAF a f sur [x,y], il existe xg €]x, y[ tel que

f —f
Fixo) = TOI0) 0 ry) > £
y—x



Applications du T.A.F

Variations d’une fonction

Soit I un intervalle ouvert et £ € F(I,R) une fonction continue et dérivable sur I.
Alors :

@ La fonction f est croissante sur I si et seulement si Vx € I, f/(x) > 0.
© La fonction f est décroissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) < 0.

© La fonction f est constante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) = 0.

Remarque

Soit f € F(I,R) une fonction continue et dérivable sur I.
@ SiVx €1, f/(x) > 0 alors la fonction f est strictement croissante sur L.
© SiVx el f'(x) <0 alors la fonction f est strictement décroissante sur 1.

La réciproque est fausse. En effet, f(x) = x3 est strictement croissante mais
f'(x) = 3x? s'annulle au point 0.




Exercice (TD). Soit la fonction f : R — R définie par

3—x2
f(x) = %

six<l1

six>1

N.MRHARDY



Exercice (TD). Soit la fonction f : R — R définie par

3—x2

six<l1
f(x) =
six>1

X | N

(1) Montrer qu'il existe ¢ €]0,2[ tel que f(2) — £(0) = 2f'(c).

Réponse. Pour utiliser le TAF, on va d'abord montrer que f est continue et
dérivable sur [0,2]. Par opérations, f continue est déruvable sur R\ {1}. d'autre

part
lim f(x)=1= lim f(x), et f(1)=1

x—1— x—1t

ce qui montre que f continue au pt 1.

Six<1 fl(x) = —x= Iinl1 f'(x)=-1
x—1—

Six>1 fl(x) =3 = Iirrll f'(x) = -1
x—1t

donc f est dérivable au point 1. On conclut que f est continue sur [0, 2] et dérivable
sur ]0,2[, d’apres le T.A.F, il existe ¢ €]0, 2] tel que f(2) — £(0) = 2f'(c).



Exercice (TD). Soit la fonction f : R — R définie par

3—x2
six<l1
f(x) = 1
— six>1
X
(2) Déterminer les valeurs possible de c.
Réponse. On a
1 3 1
f2)==, f(0)==-=f'(c)=—=
2 2
e Sice€lo,1,onaura f'(c)=-c=-1=c=1
e Sicell,2[onaura f(c)=F =-L=c2=2=c=+/2

or —v/2 ¢]1,2[ donc ¢ = /2 €]1,2].

il y a donc deux valeurs possibles ¢ = V2etc= %




Les théoremes fondamentaux

Théoréme des accroissements finis généralisé

Soit f, g € F([a, b],R) deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b]
telle que g’(x) # 0 Vx €]a, b[. Alors il existe au moins un point ¢ €]a, b[ tel que




Les théoremes fondamentaux

Théoréme des accroissements finis généralisé

Soit f, g € F([a, b],R) deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b]
telle que g’(x) # 0 Vx €]a, b[. Alors il existe au moins un point ¢ €]a, b[ tel que

Preuve : On considere la fonction ¢ définie par

f(b) — f(a)
x) — g(a)).

S0 s ) ~ ()

Cette fonction est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[ de plus
w(a) = ¢(b) = 0, donc d'apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b| tel que
¢'(c)=0.Or

¢'(c) =f'(c) -

p(x) = f(x) —f(a) -

f(b) ~f(a) _ F'(c)
g(b) —g(a) g'(c)




Les théoremes fondamentaux

Application : La régle de I’Hépital

Soient f, g deux fonctions continues sur [xo — &, xp + €], € > 0 et dérivables sur
Jxo — &, %0 + e[\{x0} tel que pour tout x €]xg — &, x + e[\{x0}, &'(x) # 0.

o o 0= )
M g0 ST ()~ 8(a)




Les théoremes fondamentaux

Application : La régle de I’Hépital

Soient f, g deux fonctions continues sur [xo — &, xp + €], € > 0 et dérivables sur
Jxo — &, %0 + e[\{x0} tel que pour tout x €]xg — &, x + e[\{x0}, &'(x) # 0.

Si lim LX) _per— jim f)=fle)

2 ) A g —gba)

v

Preuve : Soit x €]xg — &, xp + €[, tel que x > xg. f et g sont donc continues sur
[x0, x] dérivables sur ]xg, x| et d'aprés le TAF généralisé il existe un

c(x) €]xo, x[ tel que
f(x) = flxo) _ f'(e(x))
g(x) —glx)  &'(c(x))’




Les théoremes fondamentaux

Application : La régle de I’Hépital

Soient f, g deux fonctions continues sur [xo — &, xp + €], € > 0 et dérivables sur
Jxo — &, %0 + e[\{x0} tel que pour tout x €]xg — &, x + e[\{x0}, &'(x) # 0.

() m T0) = Tbo)
Si X'L“m g(x) fef= XlHXO g(x) — g(xo) §

v

Preuve : Soit x €]xg — &, xp + €[, tel que x > xg. f et g sont donc continues sur
[x0, x] dérivables sur ]xg, x| et d'aprés le TAF généralisé il existe un

c(x) €]xo, x[ tel que
f(x) = flxo) _ f'(e(x))
g(x) —glx)  &'(c(x))’
puisque xp < c(x) < x alors, lorsque x — xg, c(x) — xo, il en résulte que
L)) Flek) | Flel)
% g(x) —g(x0)  x—g/(c(x))  ct)—x g'(c(x))




La regle de I’'Hopital

La régle de I’Hopital en un point

Soient f, g deux fonctions continues sur un intervale ouvert I contenant xp. On
suppose f et g dérivable sur I/{xo} et que g'(x) # 0 sur I/{xo}. Si

lim f(x)= (x)=00u lim f(x)= lim g(x)= oo alors
X—>X0 X—>X0 X—>X0

im F) _ i P
AT g0 e g'(x)

lim g
X—>X0




La regle de I’'Hopital

La régle de I’Hopital en un point

Soient f, g deux fonctions continues sur un intervale ouvert I contenant xp. On
suppose f et g dérivable sur I/{xo} et que g'(x) # 0 sur I/{xo}. Si

lim f(x)= (x)=0ou (x) = lim g(x) = oo alors
X—>X0 X—>X0

lim g lim f
X—+Xp X——Xo

lim m: lim M
A g(x) o g/(x)

| A

Régle de I’Hébpital au point infini

Si f, g dérivables sur ]a, +oo[ (rep.] — oo, a[) (a > 0) tel que g’(x) # 0. On
suppose en outre que lim  f(x) = lim g(x) = 0(ou o) alors
x— %00 x—Fo0

lim @: lim ()
x—+oo g(x) x—s+oo g/(x)'




La regle de I’'Hopital

. sinx, O, rH . cOSX
o lim —(==-) = Ilim
x—0 X O x—0

=1




La regle de I’'Hopital

. sinx, O, rH . cOSX
o lim —(==-) = Ilim =1
x—0 X O x—0
e lim X_l(— 0) R lim e =1
x—0 sinx 0 x—0 COS X




La regle de I’'Hopital

sin x

. 0, RH .. cCOSX
° Jim % Cg ~ m =1
X —1 0 s
e Iim (==) RH Jim < _ 1
x—0 sinx 0 x—0 COS X
o i xInx—=(x—1) rH i Inx+1—lRH|_ )—1< 1
im im =" lim X =_.
x—s1 (X = 1)2 x—>1 2(X — 1) x—s1 2 2




La regle de I’'Hopital

. sinx, O, rH . cOSX
o lim —(==-) = Ilim =1
x—0 X O x—0
. e =1 0,rRH , ex
o |im ——(==) = lim =1
x—0 sinx 0 x—0 COS X
. xInx—=(x=1)rH . Inx+1—-1rH )—1< 1
o lim —————"= |lm ————— = lim > =
x—1 (X = 1) x—1 2(X— 1) x—1 2 2
. . Inx, oo RrH | 1 .
e lim xlnx= lim ——(=—) = lm 5= lm —x=0
x—0t x—0*t ~ o0 x—0t —= x—0F




La regle de I’'Hopital

. sinx, O, rH . cOSX
o lim —(==-) = Ilim =1
x—0 X O x—0
. e =1 0,rRH , ex
o |im ——(==) = lim =1
x—0 sinx 0 x—0 COS X
. xInx—=(x=1)rH . Inx+1—-1rH | )—1< 1
e lim —————""= Iim = |lim X =_-.
x—1 (X = 1) x—1 2(X = 1) x—1 2 2
. . Inx, oo RrH | 1 .
e lim xlnx= lim ——(=—) = lm 5= lm —x=0
x—07t x—0F ~ o0 x—0F = x— 0t
g 1 . 1
e lim (x)*= lm ex"®
X—>+o0 X—>+o0
1
. In(x) RH =
or lim (x) = |lim X% =0 donc
X—+400 X X—>+00 1




Programme

e Fonctions usuelles
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Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

v" La fonction sinus est définie et continue sur R, impaire et 27-périodique.
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Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

v" La fonction sinus est définie et continue sur R, impaire et 27-périodique.

- T . . .
V' Sa restriction sur [75, f] est une fonction continue et strictement

croissante et prend ses valeurs dans [-1,1] et donc bijective.

N.MRHARDY




Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

v" La fonction sinus est définie et continue sur R, impaire et 27-périodique.

- T T . . .
V' Sa restriction sur [77, f] est une fonction continue et strictement
croissante et prend ses valeurs dans [-1,1] et donc bijective.
v Sa fonction réciproque appelée Arcsinus, et notée arcsin, est définie par

arcsin : [-1,1] — [fg, g}



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

v" La fonction sinus est définie et continue sur R, impaire et 27-périodique.

. ™ . . .
V' Sa restriction sur [75, f] est une fonction continue et strictement
croissante et prend ses valeurs dans [-1,1] et donc bijective.

v Sa fonction réciproque appelée Arcsinus, et notée arcsin, est définie par
m™ T
arcsin : [—-1,1] — [77 f}
11— [-3.3
V" La fonction arcsin est aussi continue et strictement croissante sur [—1,1].



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

v" La fonction sinus est définie et continue sur R, impaire et 27-périodique.

. ™ . . .
V' Sa restriction sur [75, f] est une fonction continue et strictement
croissante et prend ses valeurs dans [-1,1] et donc bijective.

v Sa fonction réciproque appelée Arcsinus, et notée arcsin, est définie par

T
arcsin : [—1,1] — [77 f}
11— [-3.3
V" La fonction arcsin est aussi continue et strictement croissante sur [—1,1].

De plus, ona y =sin(x), x € [fg, ﬂ <= x =arcsin(y), y € [-1,1]



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

v" La fonction sinus est définie et continue sur R, impaire et 27-périodique.

. ™ . . .
V' Sa restriction sur [75, f] est une fonction continue et strictement
croissante et prend ses valeurs dans [-1,1] et donc bijective.

v Sa fonction réciproque appelée Arcsinus, et notée arcsin, est définie par
m™ T
arcsin : [—-1,1] — [77 f}
11— [-3.2
V" La fonction arcsin est aussi continue et strictement croissante sur [—1,1].
De plus,ona y =sin(x), x € [~%, %] <= x =arcsin(y), y € [-1,1]
Autrement dit

T T
v [—7,7
X € 575

Vy e [-1,1], sin(arcsiny) =y

} , arcsin(sinx) = x



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

v" La fonction sinus est définie et continue sur R, impaire et 27-périodique.

. ™ . . .
V' Sa restriction sur [75, f] est une fonction continue et strictement
croissante et prend ses valeurs dans [-1,1] et donc bijective.

v Sa fonction réciproque appelée Arcsinus, et notée arcsin, est définie par
m™ T
arcsin : [—-1,1] — [77 f}
11— [-3.2
V" La fonction arcsin est aussi continue et strictement croissante sur [—1,1].
De plus,ona y =sin(x), x € [~%, %] <= x =arcsin(y), y € [-1,1]
Autrement dit

T T
v [—7,7
X € 575

Vy e [-1,1], sin(arcsiny) =y

} , arcsin(sinx) = x

Attention, cela est valable seulement pour tout x € [ ] Par exemple,

T
272
arcsin(sin ) = arcsin(0) = 0 # .



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

. . - ™ T e .
v" Comme la fonction sinus est dérivable sur [75, 5] et sa dérivée ne s'annulle

Y . . »
pas sur ] 35 [ alors la fonction arcsinus est dérivable sur ] —1,1[ et on a,

NV el
(arcsin) (x)_im, Vx €] —1,1[.



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

. . - ™ T e .
v" Comme la fonction sinus est dérivable sur [75, 5] et sa dérivée ne s'annulle

Y . . »
pas sur ] 35 [ alors la fonction arcsinus est dérivable sur ] —1,1[ et on a,

NV el
(arcsin) (x)_im, Vx €] —1,1[.

En effet; si on pose f(x) = sin(x) alors Vx €] — 1, 1]

. ! — 1 = 1
(arcsin)’(x) = f/(f~1(x))  cos(arcsin(x))




Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

. . - ™ T e .
v" Comme la fonction sinus est dérivable sur [75, 5] et sa dérivée ne s'annulle

Y . . »
pas sur ] 35 [ alors la fonction arcsinus est dérivable sur ] —1,1[ et on a,

NV el
(arcsin) (x)_im, Vx €] —1,1[.

En effet; si on pose f(x) = sin(x) alors Vx €] — 1, 1]

. ! — 1 = 1
(arcsin)’(x) = f/(f~1(x))  cos(arcsin(x))

or on sait que
cos?(arcsin(x)) = 1 — sin?(arcsin(x))



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

. . - ™ T e .
v" Comme la fonction sinus est dérivable sur [75, 5] et sa dérivée ne s'annulle

Y . . »
pas sur ] 35 [ alors la fonction arcsinus est dérivable sur ] —1,1[ et on a,

NV el
(arcsin) (x)_im, Vx €] —1,1[.

En effet; si on pose f(x) = sin(x) alors Vx €] — 1, 1]

. ! — 1 = 1
(arcsin)’(x) = f/(f~1(x))  cos(arcsin(x))

or on sait que
cos?(arcsin(x)) = 1 — sin?(arcsin(x))

: . T
comme la fonction x — cos(x) est positive sur [75, 5} alors



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arcsinus

. . - ™ T e .
v" Comme la fonction sinus est dérivable sur [75, 5] et sa dérivée ne s'annulle

Y . . »
pas sur ] 35 [ alors la fonction arcsinus est dérivable sur ] —1,1[ et on a,

NV el
(arcsin) (x)_im, Vx €] —1,1[.

En effet; si on pose f(x) = sin(x) alors Vx €] — 1, 1]

. ! — 1 = 1
(arcsin)’(x) = f/(f~1(x))  cos(arcsin(x))

or on sait que
cos?(arcsin(x)) = 1 — sin?(arcsin(x))

: . T
comme la fonction x — cos(x) est positive sur [75, 5} alors

= cos(arcsin(x)) = \/1 — sin?(arcsin(x)) = v/1 — x2
80 / 111



Fonctions circulaires réciproques

Fonction arcsinus

Le graphe de arcsinus s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice
de la courbe de la restriction 3 [—%, 5] de la fonction sinus

0,510k
Fsap, y=x
Clq
0,250 T A
hl - Sl
7
2 E | 1 2
X
i 2
.. 22 -

Swg s 0,251

N.MRHARDY




Exercice (TD). Résoudre I'équation :

arcsin 2x = arcsin X\/§ + arcsin x

N.MRHARDY




Exercice (TD). Résoudre I'équation :

arcsin 2x = arcsin X\/§ + arcsin x

Réponse. D'abord cet équation est pour tout x vérifiant

11
—1<2x <1, —1§X\/§§1, —1<X<1:>X€[—2,2]

N.MRHARDY




Exercice (TD). Résoudre I'équation :

arcsin 2x = arcsin X\/§ + arcsin x

Réponse. D'abord cet équation est pour tout x vérifiant

11
—1<2x <1, —1§X\/§§1, —1<X<1:>X€[—2,2]

comme Vt € [—1,1], cos(arcsint) = /1 — t2 alors en appliquant sin de deux
cOtés de I'équation, on trouve

2x = xV/3y/1 — x2 + x\/1 — 3x2

donc x =0 ou si x # 0,

2/ 111



Exercice (TD). Résoudre I'équation :

arcsin 2x = arcsin X\/§ + arcsin x

Réponse. D'abord cet équation est pour tout x vérifiant

11
—1<2x <1, —1§X\/§§1, —1<X<1:>X€[—2,2]

comme Vt € [—1,1], cos(arcsint) = /1 — t2 alors en appliquant sin de deux
cOtés de I'équation, on trouve

2X:X\/§m+xm
donc x =0 ou si x # 0,
=231 -x2=1/1-3x2
<:>6—4\f3mz0<:>1—x2:%

1 1
2

= — = 4+—
—X 4<:>X 5

2/ 111



Exercice (TD). Résoudre I'équation :

arcsin 2x = arcsin xv/3 + arcsin x

Réponse. D'abord cet équation est pour tout x vérifiant

11
—1<2x <1, —1§X\/§§1, —1<X<1:>X€[—2,2]

comme Vt € [—1,1], cos(arcsint) = /1 — t2 alors en appliquant sin de deux
cOtés de I'équation, on trouve

2X:X\/§m+xm
donc x =0 ou si x # 0,
=231 -x2=1/1-3x2
<:>6—4\f3mz0<:>1—x2:%

1 1
2

= — ::l:—
—X 4<:,>X 5

1 1
On conclut que I'ensemble de solutions est S = { 0, }

2/ 111



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arccosinus

v La fonction cosinus est définie et continue sur R, paire et périodique de
période 2.

v Sa restriction sur [0, 7] est une fonction continue et strictement
décroissante et prend ses valeurs sur [-1,1].

v" Donc la fonction cos : [0, 7] — [—1,1] est bijective. On peut donc définir
sa fonction réciproque appelée Arccosinus et notée

arccos : [-1,1] — [0, 7]

V" Ainsi la fonction arccos est continue et strictement décroissante sur [—1, 1].
De plus, on a

y = cos(x), x € [0,7] <= x = arccos(y), y € [-1,1]

N.MRHARDY




Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arccosinus

Autrement dit
Vx € [0, 7], arccos(cos x) = x
Yy € [-1,1], cos(arccosy) =y
Attention, cela est valable seulement pour tout x € [0, 7]. Par exemple,

arccos(cos 2m) = arccos(1) = 0 # 2.

v Comme la fonction f(x) = cos(x) est dérivable sur [0, 7] et sa dérivée ne
s'annulle pas sur ]0, [ alors sa fonction réciproque f~!(x) = arccos(x) est
dérivable sur ] — 1,1 et on a,

1 1 -1
(arccos)’(x) = = =

f'(f~1(x))  —sin(arccos(x)) /1 —x2




Fonctions circulaires réciproques
Fonction Arccosinus




Fonctions circulaires réciproques

Exercice (TD). Simplifier I'expression :
F(x) = arccos(1 — 2x?),
Réponse. F est définie pour tout x vérifiant

“1<1-2x*<1<=xe[-1,1]



Fonctions circulaires réciproques

Exercice (TD). Simplifier I'expression :
F(x) = arccos(1 — 2x?),
Réponse. F est définie pour tout x vérifiant
“1<1-2x*<1<=xe[-1,1]
. ) T
Si on pose x = sin« alors a € [75, 5] et

1—2a% = (1 —sin® @) — sin® a = cos?

o — sin® o = cos(2av)



Fonctions circulaires réciproques

Exercice (TD). Simplifier I'expression :
F(x) = arccos(1 — 2x?),
Réponse. F est définie pour tout x vérifiant
“1<1-2x*<1<=xe[-1,1]
. ) T
Si on pose x = sin« alors a € [75, 5] et

1—2a% = (1 —sin® @) — sin® a = cos?

o — sin® o = cos(2av)

donc F(x) = arccos(cos(2a’)) ce qui donne

Siae [O,g} =ac0,71] = F(x)=2a
Siae[—g,O] =ac[-m,0 = F(x)=-2a



Fonctions circulaires réciproques

Exercice (TD). Simplifier I'expression :
F(x) = arccos(1 — 2x?),
Réponse. F est définie pour tout x vérifiant
“1<1-2x*<1<=xe[-1,1]
. ) T
Si on pose x = sin« alors a € [75, 5] et

1—2a% = (1 —sin® @) — sin® a = cos?

o — sin® o = cos(2av)

donc F(x) = arccos(cos(2a’)) ce qui donne

Siae [O,g} =ac0,71] = F(x)=2a

Siae [—g,O} = a€[-7m0 = F(x)=-2a
comme « = arcsin x alors

2arcsinx s x € [0,1]

F(x) = { “arcsinx si x € [~1,0] = 2|arcsinx| si x € [-1,1]

N.MRHARDY
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Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arctangente

v La fonction tangente est définie sur R\ {7 + km, k € Z}. Elle est continue,
impaire et m-périodique.

i T . . .
v' Sa restriction sur | — -, 5[ est une fonction continue et strictement

croissante et prend ses valeurs sur R.

v" Donc la fonction tan :] — g., g[—> R est bijective. On peut donc définir

sa fonction réciproque appelée Arctangente et notée
™ T

tan: R }**.*[
arctan — i)

V" Ainsi la fonction arctan est continue et strictement croissante sur R.

De plus, on a
™

5 [ <= x =arctan(y), y €R

y =tan(x), x € }—g,

N.MRHARDY



Fonction Arctangente

D’ou pour tout y € R
tan(arctany) = y.

[

et pour tout x € |—Z,

SIE

arctan(tan x) = x.

v Comme la fonction f(x) = tan(x) est dérivable sur ] fg, g [ et sa dérivée

, T . -
ne s'annulle pas sur } —5 5[ alors sa fonction réciproque
f~1(x) = arctan(x) est dérivables sur R et on a pour tout x € R,

1 1 1
f/(f~1(x)) 1+ tan?(arctan(x)) 1+ x2’

(arctan)’(x) =



Fonctions circulaires réciproques

Fonction Arctangente

e
05 =
Y £
-
3
ot X
A y,a'r(ﬁﬂﬂ
A5 08 0 05 18
= X
=
-
#
-
="
"
- 05
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Fonctions circulaires réciproques

Propriétés

Vx € [-1,1]; arccos(x) + arccos(—x) = m

Vx € [-1,1]; arcsin(x) -+ arccos(x) =




Fonctions circulaires réciproques

Propriétés

Vx € [-1,1]; arccos(x) + arccos(—x) = m

Vx € [-1,1]; arcsin(x) -+ arccos(x) =

1
Preuve : On pose f(x) = arctan(x) + arctan(;).



Fonctions circulaires réciproques

Propriétés

Vx € [-1,1]; arccos(x) + arccos(—x) = m

Vx € [-1,1]; arcsin(x) -+ arccos(x) =

Vx €]0, +oo[; arctan(x) + arctan(

Vx €] —00,0[; arctan(x) + arctan(;) —

1
Preuve : On pose f(x) = arctan(x) + arctan(=). On a f continue et dérivable
X
sur 0, +oo[ de plus

PIRRE B S NN B B
T 14 x2 x21—|—xi2_1—|—x2 14+x2




Fonctions circulaires réciproques

Propriétés

Vx € [-1,1]; arccos(x) + arccos(—x) = m

Vx € [-1,1]; arcsin(x) -+ arccos(x) = g

1 T
Vx €]0, +o0[; arctan(x) + arctan(;) =3
Vx €] — 00,0[; arctan(x) + arctan(l) S

2

Preuve : On pose f(x) = arctan(x) + arctan(f). On a f continue et dérivable
X
sur 0, +oo[ de plus

PIRRE B S NN B B
T 14 x2 x21—|—xi2_1—|—x2 14+x2

donc pour tout x €]0, +o0[, f(x) = ¢, en faisant tendre x vers +0c0, on trouve

c= lim f(x)=
x—r+00 90 / 111



Exercice (TD).

® Montrer que pour tout x > 0, on a:

¢ 1 ¢ X
arctan [ — | = arctan
2x2 X

N.MRHARDY

+1

X
) — arctan (

-1
X

).
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Exercice (TD).

® Montrer que pour tout x > 0, on a:

¢ 1 ¢ X ¢ X
arctan | — | = arctan [ —— | — arctan
2x2 x+1

Réponse. On pose

f(x) = arctan 1 arctan [ —— ) + arctan
X) = o — JE—
2x2 x+1

=)
=)

/111



Exercice (TD).

® Montrer que pour tout x >0, on a :

t 1 t x tan [ 2=
arctan | — | = arctan [ —— | — arctan
2x2 x+1 X

Réponse. On pose

f(x) = arctan 1 arctan | —— ) + arctan ( *— 1
X) = — — _— JE—
2x2 x+1 X

on a f continue dérivable sur RT* et

1 1
Fil) = 4x4+1 (X+1)2+X2+(X—1)2+x2
. —Ax 1 1
Tt 1l (2x2+1)+2x+(2x2+1)—2x
—4x 4x —4x 4x

:4x4+1+(2x2—|—1)2—4x2:4x4—|—1+4x4+1

1>.
)

=0

/111



Exercice (TD).

® Montrer que pour tout x >0, on a :

¢ 1 ¢ X ¢ x—1
arctan [ — | = arctan [ —— ] — arctan .
2x2 x+1 X

Réponse. On pose

f(x) = arctan 1 arctan | —— ) + arctan ( *— 1
X) = — — _ .
2x2 x+1 X

on a f continue dérivable sur RT* et

1 1
Fil) = 4x4+1 (X+1)2+X2+(X—1)2+x2
_ —4x 1 1
Tt 1l (2x2+1)+2x+(2X2+1)—2x
—4x 4x —4x 4x

:4x4+1+(2x2+1)2—4x2 :4x4—|—1+4x4+1
donc f/(x) =0, Vx>0, d'ol f(x) = ¢, Vx> 0. Or pour x =1, on a
f(1) = 0= ¢ =0 ce qui donne

f(x) =0, Yx>0

=0



Exercice (TD).

® En déduire une expression de :

- 1
S, = Zarctan <2k2> et calculer nE)Too S,.

k=1

N.MRHARDY




Exercice (TD).

® En déduire une expression de :

4 1
Sn = Zarctan <2k2> et calculer nﬂmoos

Réponse. D'apres la question précédente; on peut écrire

k—1
S, = Zarctan (2k2> Zarctan ( 1) — arctan (k

).

2 / 111



Exercice (TD).

® En déduire une expression de :

4 1
Sn = Zarctan <2k2> et calculer nﬂmoos

Réponse. D'apres la question précédente; on peut écrire

Sn = Zarctan (2k2> Zarctan ( ) — arctan (kkl

1 2 1
Sp, =arctan (2> — arctan (0) + arctan (3) — arctan <2>
(75) e (757)
..+arctan| —— | —arctan { ——
n+1 n

donc

).
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Exercice (TD).

® En déduire une expression de :

4 1
Sn = Zarctan <2k2> et calculer nﬂmoos

Réponse. D'apres la question précédente; on peut écrire

Sn = Zarctan (2k2> Zarctan ( ) — arctan (kkl

1 2 1
Sp, =arctan <2> — arctan (0) + arctan (3) — arctan <2>
() oo (757)
..+arctan| —— | —arctan { ——
n+1 n

d’'ou, en simplifiant, on obtient

donc

S, = arctan o — lim Sn:E
n—+ 1 n——+oo 4

).

2 / 111



Fonctions hyperboliques
Cosinus hyperbolique/sinus hyperbolique

On appelle cosinus hyperbolique noté (cosh ou ch) et sinus hyperbolique
noté (sinh ou sh) les fonctions définies sur R respectivement par

e +e X | eX —e X
cosh x = — sinhx = ——




Fonctions hyperboliques

Cosinus hyperbolique/sinus hyperbolique

Définition
On appelle cosinus hyperbolique noté (cosh ou ch) et sinus hyperbolique
noté (sinh ou sh) les fonctions définies sur R respectivement par

e +e X | eX —e X
coshx = ——, sinhx = ———
2 2

La fonction sinh est impaire et la fonction cosh est paire. Elles sont liées par les
relations : Vx € R

® cosh(x) + sinh(x) = e~ et cosh(x) — sinh(x) = e™*

® cosh? x — sinh? x = eXe~* et donc

cosh? x —sinh®x = 1




Sinus hyperbolique

® La fonction sinh est dérivable sur R avec, pour tout x € R

X _ a—=x\' X —X
sinh’(x) = (e ° ) _ & +2€ = cosh(x)

® Comme cosh(x) > 0 pour tout x alors la fonction sinh est strictement
croissante sur R et s'annule en 0, donc elle est strictement négative sur R*
et strictement positive sur R .

. . . eX—e X
® De plusona: X_Ilrjrgoo sinh(x) = Xﬂi‘oo ——= +00
X —00 0 —+00
+00
sh(x) /
— 0




Sinus hyperbolique

y=sinhx

N.MRHARDY




Cosinus hyperbolique

® |a fonctions cosh est dérivable sur R avec, pour tout x € R

cosh’(x) = sinh(x)

® La fonction cosh est strictement croissante sur R et strictement
décroissante sur R* .

® De plusona: lim cosh(x) = lim ere” _ +o00
x—+00 x—+o00
et VxéeR,coshx > 1.
X |—00 0 +o00
+00 +00
Ch(X) \ /
1

e Y AT



Cosinus hyperbolique

y=cosh x

N.MRHARDY




Tangente hyperbolique

On appelle tangente hyperbolique notée tanh (ou th ) la fonction définie sur R

sinh x eX —e ™~
par tanh x = = .
cosh x exX + e X




Tangente hyperbolique

On appelle tangente hyperbolique notée tanh (ou th ) la fonction définie sur R
sinhx e“—e™*
par tanh x = =

coshx eX+e X’

® |a fonction tanh est impaire, continue et dérivable sur R de plus on a,

tank(x) = cosh?(x) — sinh?(x)

1
cosh?(x)

= 5 =1—tanh®(x); VxeR
cosh”(x)

Par conséquent, th est strictement croissante sur R et s’annule en 0.

x—+o0 X \ 1+ e=2¢
— 2x
: . e X [eX—1
= lim tanhx= Ilm —|—— =-1
X——00 x——oo @ X \ e2X +1

eX [1—e %
- lim tanhx = Iim (—) =
X—>+00




Tangente hyperbolique

On appelle tangente hyperbolique notée tanh (ou th ) la fonction définie sur R
sinh x

eX —e ™~

par tanh x =

cosh x

eX + ex’

® |a fonction tanh est impaire, continue et dérivable sur R de plus on a,

tanh’(x) =

Par conséquent, th est strictement croissante sur R et s’annule en 0.

Elle admet donc en 00 une asymptote horizontale d'équation y = +1.

cosh?(x) — sinh?(x) B 1

cosh?(x)

cosh?(x)

1—tanh’(x); VYxeR

X

—00

0

+00

th(x)

/

1

98 / 111



Tangente hyperbolique
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Formulaire de trigonométrie hyperbolique

v sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh xsinh y,
v sinh(x — y) = sinh x cosh y — cosh x sinh y,
v cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh xsinh y,

v cosh(x — y) = cosh x cosh y — sinh xsinh y,
v cosh(2x) = 2cosh?x — 1, v sinh(2x) = 2 cosh x sinh x

h x 4 tanh 2tanh
/tanh(x £ y) = —amXERNY o h(ax) = 220X

1+ tanhxtanhy’ 1+ tanh®x’




Formulaire de trigonométrie hyperbolique

v sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh xsinh y,
v sinh(x — y) = sinh x cosh y — cosh x sinh y,
v cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh xsinh y,

v cosh(x — y) = cosh x cosh y — sinh xsinh y,
v cosh(2x) = 2cosh?x — 1, v sinh(2x) = 2 cosh x sinh x

h x 4 tanh 2tanh
/tanh(x £ y) = —amXERNY o h(ax) = 220X

1+ tanhxtanhy’ 1+ tanh®x’

Preuve : On a par définition :
eX —e ¥ ey +e Y ety _ o= (xty) 4 ox—y _ gy—x
sinh x coshy = ( ) < >

2 2 - 2



Formulaire de trigonométrie hyperbolique

v sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh xsinh y,
v sinh(x — y) = sinh x cosh y — cosh x sinh y,
v cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh xsinh y,

v cosh(x — y) = cosh x cosh y — sinh xsinh y,
v cosh(2x) = 2cosh?x — 1, v sinh(2x) = 2 cosh x sinh x

h x 4 tanh 2tanh
/tanh(x £ y) = —amXERNY o h(ax) = 220X

1+ tanhxtanhy’ 1+ tanh®x’

Preuve : On a par définition :
eX —e ¥ ey +e Y ety _ o= (xty) 4 ox—y _ gy—x
sinh x coshy = ( ) < >

2 2 - 4
ex+y — e_(X+y) — eX_y + ey_X
4

de méme cosh xsinhy =



Formulaire de trigonométrie hyperbolique

v sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh xsinh y,
v sinh(x — y) = sinh x cosh y — cosh x sinh y,
v cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh xsinh y,

v cosh(x — y) = cosh x cosh y — sinh xsinh y,
v cosh(2x) = 2cosh?x — 1, v sinh(2x) = 2 cosh x sinh x

h x 4 tanh 2tanh
/tanh(x £ y) = —amXERNY o h(ax) = 220X

1+ tanhxtanhy’ 1+ tanh®x’

Preuve : On a par définition :
eX —e ¥ ey +e Y ety _ o= (xty) 4 ox—y _ gy—x
sinh x coshy = ( ) < >

2 2 4
xt+y _ o—(xty) _ ox—y y—X
de méme cosh xsinhy = € € 2 € te
2eXtY — 2e=(xty)

En sommant, sinhxcoshy + cosh xsinhy = = sinh(x + y)

4



Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument sinus hyperbolique

v La fonction sinh est une fonction continue et strictement croissante
donc réalise une bijection de R vers R. Sa bijection réciproque est appelée
argument sinus hyperbolique et notée argsinh. On a donc

x = argsinh(y) <= y =sinh(x),¥x,y € R



Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument sinus hyperbolique

v La fonction sinh est une fonction continue et strictement croissante
donc réalise une bijection de R vers R. Sa bijection réciproque est appelée
argument sinus hyperbolique et notée argsinh. On a donc

x = argsinh(y) <= y =sinh(x),¥x,y € R

v La fonction sinh est dérivable sur R et sa dérivée ne s'annulle pas sur R alors
sa fonction réciproque argsinh x est aussi dérivable sur R et on a
1
. ’
argsinh)’(x) = ——, VVxeR
( y ) V1+x2



Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument sinus hyperbolique

v La fonction sinh est une fonction continue et strictement croissante
donc réalise une bijection de R vers R. Sa bijection réciproque est appelée
argument sinus hyperbolique et notée argsinh. On a donc

x = argsinh(y) <= y =sinh(x),¥x,y € R

v La fonction sinh est dérivable sur R et sa dérivée ne s'annulle pas sur R alors
sa fonction réciproque argsinh x est aussi dérivable sur R et on a
1
. ’
argsinh)’(x) = ——, VVxeR
( y ) V1+x2

En effet, si on note f(x) = sinh(x) alors

(argsinh)’(x) = f’(fil(x) = 1

cosh(argsinh x)



Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument sinus hyperbolique

v La fonction sinh est une fonction continue et strictement croissante
donc réalise une bijection de R vers R. Sa bijection réciproque est appelée
argument sinus hyperbolique et notée argsinh. On a donc

x = argsinh(y) <= y =sinh(x),¥x,y € R

v La fonction sinh est dérivable sur R et sa dérivée ne s'annulle pas sur R alors
sa fonction réciproque argsinh x est aussi dérivable sur R et on a

1
argsinh)'(x) = ——, VxeR
Gresinh) 1) = T
En effet, si on note f(x) = sinh(x) alors
1 1

i h / = =
(arg sinh)’(x) f'(f~1(x)  cosh(argsinhx)
or cosh?(argsinh x) — sinh?(arg sinh x) = 1 = cosh(argsinh x) = v/1 + x2



Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument sinus hyperbolique
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Fonctions hyperboliques réciproques

Exercice (TD). Simplifier I'expression :

sinh(2 arg sinh x)



Fonctions hyperboliques réciproques

Exercice (TD). Simplifier I'expression :
sinh(2 arg sinh x)
Réponse. On a

sinh(2 arg sinh x) = 2sinh(arg sinh x) cosh(arg sinh x)



Fonctions hyperboliques réciproques

Exercice (TD). Simplifier I'expression :
sinh(2 arg sinh x)
Réponse. On a

sinh(2 arg sinh x) = 2sinh(arg sinh x) cosh(arg sinh x)

Or sinh(argsinh x) = x et cosh(argsinh x) = \/1 + sinh?(arg sinh x) = V1 + x2

donc
sinh(2 argsinh x) = 2xv/1 + xx?



Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument cosinus hyperbolique

v" La fonction cosh est une fonction continue et strictement croissante
donc réalise une bijection de [0, +oo[ vers [1,4oc[. Sa bijection réciproque
est appelée argument cosinus hyperbolique et notée arg cosh. On a donc

x = argcosh(y), Vy € [1,+oo[<= y = cosh(x),Vx € [0, +o0]



Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument cosinus hyperbolique

v" La fonction cosh est une fonction continue et strictement croissante
donc réalise une bijection de [0, +oo[ vers [1,4oc[. Sa bijection réciproque
est appelée argument cosinus hyperbolique et notée arg cosh. On a donc

x = argcosh(y), Vy € [1,+oo[<= y = cosh(x),Vx € [0, +o0]

V" La fonction cosh est dérivable sur [0, +oo[ et sa dérivée ne s'annulle pas sur
]0, +o0[; alors sa fonction réciproque arg cosh x est dérivable sur |1, 400 et

on a
1

(argcosh)’(x) = NSk

Vx €]1, +o00[



Fonctions hyperboliques réciproques
Fonction argument cosinus hyperbolique




Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument tangente hyperbolique

v La fonction tanh est une fonction continue et strictement croissante
donc réalise une bijection de R vers | — 1, 1[. Sa bijection réciproque, appelée
argument tangente hyperbolique et notée argtanh. On a donc

x = argtanh(y), Vy €] — 1,1[<= y = tanh(x),Vx € R

v La fonction tanh est dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulle pas sur R
alors sa fonction réciproque argtanh est dérivable sur ] —1,1[ et on a

1

m, Vx E]—l,l[

(argtanh)'(x) =



Fonctions hyperboliques réciproques

Fonction argument tangente hyperbolique
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Exercice (TD). Résoudre I'équation :

1
argtanh x = arg cosh —
X

Réponse. L'équation est bien définie pour tout x vérifiant,

1
x €] —1,1], ;6[1,—|—oo[etx7$0<:>x€]0,1[



Exercice (TD). Résoudre I'équation :
argtanh x = arg cosh %
Réponse. L'équation est bien définie pour tout x vérifiant,
x €] —1,1], % €[1,4o00] et x #0 < x €]0,1]
En appliquant la fonction cosh des deux coté de I'équation on trouve

1
cosh (arg cosh ) = cosh (arg tanh x)
X



Exercice (TD). Résoudre I'équation :
argtanh x = arg cosh %
Réponse. L'équation est bien définie pour tout x vérifiant,
x €] —1,1], % €[1,4o00] et x #0 < x €]0,1]
En appliquant la fonction cosh des deux coté de I'équation on trouve

1
cosh (arg cosh ) = cosh (arg tanh x)
X

1
or on a cosh®(t) = —_—
1 — tanh*(t)



Exercice (TD). Résoudre I'équation :

1
argtanh x = arg cosh —
X

Réponse. L'équation est bien définie pour tout x vérifiant,
x €] —1,1], % €[1,4o00] et x #0 < x €]0,1]
En appliquant la fonction cosh des deux coté de I'équation on trouve
cosh (arg cosh i) = cosh (arg tanh x)

1
or on a cosh®(t) = —————— donc
1 — tanh*(t)

1 1 1 1
= - =

X \/1ftanh2 (argtanh x) X Vi=x?




Exercice (TD). Résoudre I'équation :
1
argtanh x = arg cosh —
X
Réponse. L'équation est bien définie pour tout x vérifiant,
1
x €] —1,1[, = € [1,+oo] et x # 0 <> x €]0,1]
X
En appliquant la fonction cosh des deux coté de I'équation on trouve
1
cosh (arg cosh ) = cosh (arg tanh x)
X

1

or on a cosh®(t) = —————— donc
1 — tanh*(t)
1_ ! P
X \/1ftanh2 (argtanh x) X Vi=x?

V2

ce qui donne x2:1—x2<:>x:j:7



Exercice (TD). Résoudre I'équation :
1
argtanh x = arg cosh —
X
Réponse. L'équation est bien définie pour tout x vérifiant,
1
x €] —1,1[, = € [1,+oo] et x # 0 <> x €]0,1]
X
En appliquant la fonction cosh des deux coté de I'équation on trouve
1
cosh (arg cosh ) = cosh (arg tanh x)
X

1

or on a cosh®(t) = —————— donc
1 — tanh*(t)
1_ ! P
X \/1ftanh2 (argtanh x) X Vi=x?

V2

ce qui donne x2:1—x2<:>x:j:7

I'ensemble de solutions est donc S = {ﬂ}

2
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Fonctions hyperboliques réciproques

Expression logarithmique

v" Pour tout x € [1, +oq],

arg cosh x = In(x + v/ x2 — 1).



Fonctions hyperboliques réciproques

Expression logarithmique

v" Pour tout x € [1, +oq],

arg cosh x = In(x + v/ x2 — 1).

En effet, soit x € [1,400[. Posons t = argcoshx. On a x = cosh t et t > 0.



Fonctions hyperboliques réciproques

Expression logarithmique

v" Pour tout x € [1, +oq],

arg cosh x = In(x + v/ x2 — 1).

En effet, soit x € [1,400[. Posons t = argcoshx. On a x = cosh t et ¢t > 0.
Comme cosh? t —sinh® t = 1, il en résulte que sinh t = v/x2 — 1.



Fonctions hyperboliques réciproques

Expression logarithmique

v" Pour tout x € [1, +oq],

arg cosh x = In(x + v/ x2 — 1).

En effet, soit x € [1,400[. Posons t = argcoshx. On a x = cosh t et ¢t > 0.
Comme cosh? t — sinh®t = 1, il en résulte que sinht = v/x2 — 1. Par
conséquent,

e =cosht+sinht=x+Vx2—1 et t=In(x+vx2-1).



Fonctions hyperboliques réciproques

Expression logarithmique

v" Pour tout x € [1, +oq],

arg cosh x = In(x + v/ x2 — 1).

En effet, soit x € [1,400[. Posons t = argcoshx. On a x = cosh t et ¢t > 0.
Comme cosh? t — sinh®t = 1, il en résulte que sinht = v/x2 — 1. Par
conséquent,

e =cosht+sinht=x+Vx2—1 et t=In(x+vx2-1).

v Pour tout x € R,
argsinh x = In(x + /1 + x2).



Fonctions hyperboliques réciproques

Expression logarithmique

v" Pour tout x € [1, +oq],

arg cosh x = In(x + v/ x2 — 1).

En effet, soit x € [1,400[. Posons t = argcoshx. On a x = cosh t et ¢t > 0.
Comme cosh? t — sinh®t = 1, il en résulte que sinht = v/x2 — 1. Par
conséquent,

e =cosht+sinht=x+Vx2—1 et t=In(x+vx2-1).

v Pour tout x € R,
argsinh x = In(x + /1 + x2).

v" Pour tout x €] — 1,1],

tanh 1I 1+ x
ar annx = —1In .
& 2"\ 1%



Exercice (TD). Soit la fonction f définie sur R* par

x? -1
f(x) = inh
(x) = argsin ( o )




Exercice (TD). Soit la fonction f définie sur R* par
x?—1
f(x) = inh
(x) = argsin ( o )

e Donner |'expression de f en fonction de la fonction In.

En effet, on sait que pour tout x € R
argsinh(x) = In(x + v/ 1+ x?)

donc




Exercice (TD). Soit la fonction f définie sur R* par
x?—1
f(x) = inh [ ——

(x) = argsin ( o )

e Etudier la continuité et la dérivabilité de f

x2—1

5% est

En effet, on x — argsinh(x) est continue dérivable sur R et x —
continue dérivable sur R* donc f est continue dérivable sur R*.



Exercice (TD). Soit la fonction f définie sur R* par
x?—1
f(x) = inh
(x) = argsin ( o )

e Calculer la dérivée de f. En déduire |' expression de f obtenu dans la
premiére question.

En effet, soit x € R*

, x?+1 1 x24+1 2/x| 1
2x2 o 1)\2 2x2 x2 41 x|
1+ (52)
doncsi x >0 )
f'(x) = = = f(x) = In(x)
X
six <0 1
f'(x) = — = f(x) = —In(—x)
X

I est facile de vérifier que c’est la méme expression trouvé dans la premiére question.



Fin




